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PREDGOVOR 

U radu koji je pred vama, opisana je analiza vodova poligonalnog popre~nog 
preseka primenom metoda konformnih preslikavawa, Lameovog metoda (metoda 
funkcije oblika) i metoda ekvivalentne elektrode (MEE). Ideja za ovaj rad po-
tekla je od mentora prof. dr Dragutina M. Veli~kovi}a, redovnog profesora i 
{efa Katedre za teorijsku elektrotehniku Elektronskog fakulteta u Ni{u. Svo-
jim savetima i sugestijama kandidatu, kako za vreme poslediplomskih studija ta-
ko i tokom izrade magistarske teze, profesor Veli~kovi} zna~ajno je doprineo 
kvalitetu ovog rada na ~emu mu se kandidat najtoplije zahvaquje. 

Rad se pored uvodnog dela (koji predstavqa prvo poglavqe), zakqu~ka i li-
terature, sastoji od jo{ tri poglavqa, pri ~emu je svako od wih posve}eno jednom 
od tri prethodno pomenuta metoda. 

U uvodnom delu dat je pregled i kra}i prikazi metoda vezanih za predmet 
istra`ivawa ovog rada, sa kojima se kandidat tokom istra`ivawa sreo. 

U drugom poglavqu navedene su op{te karakteristike primene konformnih 
preslikavawa u elektrostatici. Shodno problemu kojim se rad bavi, detaqnije su 
opisana pojedina konformna preslikavawa iz grupe [varc-Kristofelovih trans-
formacija, kao i neki od problema koji se pomo}u wih re{avaju. 

Metod funkcije oblika i na~in wegove primene ~ine sadr`aj tre}eg poglav-
qa. Opisan je i jedan nov pribliæan numeri~ki postupak namewen re{avawu 
elektrostati~kih problema zasnovan na ideji da se ekvipotencijalne povr{ine 
direktno aproksimiraju pomo}u na odgovaraju}i na~in izabranih funkcija, koje is-
puwavaju Lameov uslov. Pomenuti postupak primewen je na vodove kvadratnog pop-
re~nog preseka provodnika. 

 Najobimnije ~etvrto poglavqe, posve}eno je re{avawu vodova poligonalnog 
popre~nog preseka provodnika primenom metoda ekvivalentne elektrode. MEE je 
primewen na prora~un vi{e`i~nih vodova pravougaonog popre~nog preseka pro-
vodnika iznad provodne ravni, kao i oklopqenih i prorezanih vodova pra-
vougaonog popre~nog preseka provodnika. Ovako dobijeni rezultati upore|eni su 
sa re{ewima dobijenim pomo}u drugih metoda, ukqu~uju}i i primenu konformnih 
preslikavawa i Lameov metod. 

 Rad se sastoji od 110 slika, 155 formula i 11 tablica, numerisanih za svako 
poglavqe posebno. Da bi pra}ewe izlagawa bilo jednostavnije, na kraju svakog 
poglavqa hronolo{ki je navedena literatura kori{}ena pri wegovoj izradi. Kom-
pletan hronolo{ki spisak kori{}ene literature nalazi se na kraju rada. 

Formule su numerisane i navo|ene u malim, a reference u sredwim (uglas-
tim) zagradama. U slu~ajevima kada je ukazivano na razli~ite delove iste refe-
rence, oznaci reference dodavana su mala slova abecede. Za ozna~avawe skalar-
nih veli~ina kori{}ena su kosa (italic), mala i velika slova latinice, kao i us-
pravna gr~ka slova, dok su vektorske veli~ine ozna~avane masnim i isko{enim 
(bold-italic) karakterima. Kao indeksi su kori{}eni numeri~ki simboli i isko{eni 
i normalni karakteri. 

Svi neophodni prora~uni ura|eni su pomo}u programa napisanih u FOR-
TRAN-u. Pri tome su kandidatu bili dostupni potprogrami DSIMQ za re{avawe 
sistema linearnih jedna~ina i SGAUS za numeri~ku integraciju. Bitno je ista}i 
da je ovaj potowi razvijen na Katedri za teorijsku elektrotehniku Elektronskog 
fakulteta u Ni{u. Kona~na vizuelna forma rada rezultat je primene razli~itih 
verzija programa i programskih paketa Microsoft Word, CorelDRAW!, Mathematica i 
MicroCal Origin. 



1. UVOD 

Veliki broj dvodimenzionalnih problema poqa mogu}e je re{iti primenom 
konformnih preslikavawa, pri ~emu se dolazi do ta~nog re{ewa u zatvorenom 
obliku. Primena konformnih preslikavawa koja pripadaju grupi [varc-Kristo-
felovih transformacija [1.1, 1.2], svodi re{avawe problema u kojima se javqaju 
poligonalni popre~ni preseci na analizu sistema jednostavnijih geometrija. U 
[1.6], pomo}u pojedinih transformacija iz ove grupe preslikavawa re{en je, izme-
|u ostalih i jedan broj problema u kojima se javqaju provodnici pravougaonog pop-
re~nog preseka. Me|utim, u op{tem slu~aju primena pomenutih transformacija 
zahteva numeri~ko re{avawe transcedentnih jedna~ina, {to je jedan od glavnih 
nedostataka metoda. [varc-Kristofelove transformacije su veoma ~est predmet 
analize, bilo kao samostalan problem [1.7], bilo u okviru {irih istra`ivawa 
[1.8]. Za odre|ivawe parametara [varc-Kristofelove transformacije neophod-
nih za re{avawe dvodimenzionalnih problema proizvoqnih poligonalnih geo-
metrija razvijeni su i odgovaraju}i programski paketi [1.9]. 

Karakteristi~na impedansa koaksijalnog voda pravougaonog popre~nog pre-
seka provodnika i ko{uqice odre|ena je i pomo}u ortonormalne blok analize (or-
thonormal block-analysis) [1.3]. Su{tina ovog metoda je da se re{ewe za potencijal 
pretpostavqa u obliku suma Furijeovih redova i zamewuje u Laplasovu jedna~inu. 
Ovako dobijeno re{ewe za podu`nu kapacitivnost, odnosno karakteristi~nu im-
pedansu tako|e sadr`i sume redova sa neograni~enim brojem ~lanova. 

Jedan od metoda za odre|ivawe podu`ne kapacitivnosti koaksijalnog voda 
pravougaonog popre~nog preseka zasnovan je na ideji da se wegova kapacitivnost 
odredi superpozicijom kapacitivnosti "ravnih delova" elektrode (koje je mogu}e 
jednostavno odrediti kao kapacitivnosti ravnog kondenzatora) i kapacitivnosti 
"L profila" u okolini uglova elektrode koja se odre|uje primenom konformnog 
preslikavawa [1.4]. 

Za pojedine specijalne slu~ajeve predlo`ene su odgovaraju}e empirijske 
formule za odre|ivawe podu`ne kapacitivnosti. Tako je primenom metoda kvad-
ratne mre`e (square net method) [1.5], razvijena empirijska formula za karakteris-
ti~nu impedansu vadu{nog koaksijalnog pravougaonog voda, kada su ko{uqica i 
provodnik kvadratnog popre~nog preseka, a stranica ko{uqice najmawe dva puta 
du`a od stranice provodnika. 

U ovom radu, vodovi kvadratnog popre~nog preseka provodnika analizirani 
su pomo}u jednog novog numeri~kog metoda u ~ijoj je osnovi ideja da se ekvipoten-
cijalne povr{ine (u ovom slu~aju povr{ine elektroda) aproksimiraju pomo}u na 
odgovaraju}i na~in odabranih funkcija koje ispuwavaju Lameov uslov, odnosno us-
lov primene Lameovog metoda [1.11] (Sam Lameov metod je ina~e baziran na rezul-
tatima koji se odnose na uslove koje treba da zadovoqi jedna~ina ekvipotencijal-
ne povr{ine [1.10].). Od zna~aja su pri tome bile ~iwenice da se predlo`eni me-
tod moæe primeniti i na elektrode koje imaju o{tre ivice kao i to da se re{ewe 
za potencijal dobija u zatvorenom obliku. Predlo`eni metod ne zahteva bilo kak-
va komplikovanija matemati~ka izra~unavawa prisutna kod nekih drugih metoda 
(numeri~ka integracija i sl.), ali je kod wegove primene neophodno re{iti sistem 
nelinearnih jedna~ina, {to je problem koji je posebno izra`en kada se 
ekvipotencijalne povr{ine aproksimiraju funkcijama vi{eg reda. Nakon odre|i-
vawa potencijala, ostale veli~ine od interesa odre|uju se u okviru standardnih 
procedura vezanih za Lameov metod. 

Kona~no, primenom metoda ekvivalentne elektrode (MEE) [1.12], u ovom radu 
su analizirani pojedini vodovi pravougaonog popre~nog preseka provodnika, uk-
qu~uju}i oklopqene i prorezane vodove, kao i vodove sme{tene iznad provodne 



ravni. Sam numeri~ki metod, razvijen na Elektronskom fakultetu u Ni{u, pred-
lo`en je za pribliæan prora~un kvazistacionarnih elektromagnetnih poqa i 
drugih potencijalnih poqa teorijske fizike. Metod se mo`e primeniti na re{a-
vawe dvodimenzionih i trodimenzionalnih problema. Su{tina metoda je u ideji 
da se elektroda proizvoqnog oblika zameni ekvivalentnim sistemom sastav-
qenim od kona~nog broja tzv. ekvivalentnih elektroda (EE). Pri tome se oblik i 
polo`aj ekvivalentnih elektroda biraju tako da u potpunosti zamene anali-
zirani elektrodni sistem. Matemati~ki aparat je jednostavan i svodi se na re{a-
vawe sistema linearnih jedna~ina. Primena MEE ne zahteva numeri~ku integra-
ciju niti re{avawe nelinearnih jedna~ina bilo koje vrste, {to je wegova pred-
nost u odnosu na prethodno opisani numeri~ki postupak zasnovan na primeni La-
meovog metoda, kao i u odnosu na primenu konformnih preslikavawa. Ponekad je u 
slu~ajevima vi{eelektrodnih sistema ili problema u kojima je posmatrani elek-
trodni sistem sme{ten u slojevitoj sredini pogodno koristiti Grinove funkcije 
za pojedine elektrode, odnosno slojevite sredine, dok se ostale elektrode elek-
trodnog sistema zamewuju sistemom EE. 
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2. PRIMENA KONFORMNIH PRESLIKAVAWA NA 
RE©AVAWE ELEKTROSTATI^KIH PROBLEMA 

2.1. O konformnim preslikavawima 

Primena konformnih preslikavawa je veoma zahvalna metoda za re{avawe 
dvodimenzionalnih problema poqa, posebno onda kada je neophodno re{avati 
probleme u kojima su prisutne slo`ene geometrije. Tako je na primer, primenom 
ovog metoda mogu}e analizirati poqe u ekscentri~nim kablovima kru`nog pop-
re~nog preseka, vodovima i talasovodima razli~itih popre~nih preseka, u oko-
lini usamqenog optere}enog provodnika poligonalnog popre~nog preseka ili u 
vazdu{nim procepima rotacionih ma{ina. Veliki broj postupaka zasnovanih na 
primeni konformnih preslikavawa dovodi do jednostavnih analiti~kih izraza 
za vrednost fluksa magnetnog poqa ili za potencijal elektrostati~kog poqa, pri 
~emu je bez ve}ih problema mogu}e odrediti raspodelu intenziteta elektri~nog, 
odnosno magnetnog poqa. Ponekad je u slo`enijim slu~ajevima neophodno primeni-
ti dve ili vi{e uzastopnih transformacija, da bi se do{lo do jednostavnije geo-
metrije popre~nog preseka. Kod primene konformnih preslikavawa neophodno je, 
u ve}ini slu~ajeva smatrati grani~ne oblasti izme|u razli~itih sredina ekvipo-
tencijalnim (beskona~no propustqivim ili beskona~no provodnim) ili pretpos-
taviti da se one poklapaju sa linijama fluksa, dok je ponekad potrebno kombino-
vati ove dve pretpostavke [2.4, 2.5, 2.6a]. Navedena ~iwenica predstavqa glavno 
ograni~ewe za primenu konformnih preslikavawa na re{avawe razli~itih prob-
lema koje se javqaju u praksi. 

U ciqu ilustracije na~ina primene konformnih preslikavawa i shodno 
problemu koji predstavqa predmet istra`ivawa ovog rada, u tekstu koji sledi 
bi}e detaqnije opisane transformacije kojima je mogu}e preslikati poligonalni 
popre~ni presek (wegovu unutra{wost ili spoqa{wost) na unutra{wu ili spo-
qa{wu oblast jedini~nog kruga. Pomenuta preslikavawa spadaju u grupu [varc-
Kristofelovih transformacija, predloæenih u referencama [2.1] i [2.2] [2.6b]. 

2.2. [varc-Kristofelova transformacija 

[varc-Kristofelova transformacija zasnovana je na ideji da se temena N -
tougaone poligonalne linije sme{tene u z -ravni ( yxz j+= ) (Sl. 2.1), preslikaju u 

drugi koordinatni sistem ( t -ravan) tako da du`i koje predstavqaju sastavne de-



love poligonalne linije, u t -ravni (Sl. 2.2) le`e na istom pravcu [2.5, 2.6c].    Pri 

tome se polazi od slede}e diferencijalne jedna~ine: 
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U izrazu (2.1), poznatom kao [varc-Kristofelova diferencijalna jedna~i-
na, C  predstavqa kompleksnu konstantu, sa na , Nn ,...,2,1= , ozna~ene su ta~ke na 

realnoj osi t -ravni koje odgovaraju temenima poligonalne linije nA , Nn ,...,2,1=  u 

z -ravni, dok su sa nα , Nn ,...,2,1=  obele`eni odgovaraju}i unutra{wi uglovi po-

ligonalne linije. Kori{}ewem diferencijalne jedna~ine (2.1), i konformnog pre-
slikavawa zadatog izrazom 
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kojim se iz t -ravni poluravan ( ) 0Im ≥t  preslikava na unutra{wu, a poluravan 

( ) 0Im ≤t  na spoqa{wu oblast jedini~nog kruga sme{tenog u w -ravni ( vuw j+= ), 

dobijaju se slede}i izrazi, pod zajedni~kim nazivom poznati kao [varc-Kristo-
felove transformacije [2.5, 2.7], 
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Sl. 2.1 - Poligonalna linija u z -ravni. Sl. 2.2 - Izgled linije u t -ravni. 

Transformacija (2.3) preslikava unutra{wost cilindri~ne oblasti poligonalnog 
popre~nog preseka u z -ravni (Sl. 2.3) na unutra{wost cilindri~ne oblasti kruæ-

nog popre~nog preseka jedini~nog polupre~nika u w -ravni (Sl. 2.4), dok se prime-

nom transformacije (2.4) spoqa{wost cilindri~ne oblasti poligonalnog popre~-
nog preseka iz z -ravni preslikava u w -ravan, na spoqa{wost cilindri~ne ob-

lasti ~iji se popre~ni presek tako|e oslawa na jedini~ni krug. Pri tome se teme-
na poligona nA , Nn ,...,2,1=  preslikavaju u ta~ke na jedini~nom krugu za koje je 
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Sl. 2.3 - Poligonalna linija u z -ravni. Sl. 2.4 - Jedini~ni krug u w -ravni. 

Pored transformacija (2.3) i (2.4) koje se veoma ~esto koriste u praksi, u 
grupu [varc-Kristofelovih transformacija, pored ostalih spadaju i transfor-
macije pomo}u kojih je mogu}e preslikati unutra{wost poligona na spoqa{wost 
jedini~nog kruga, odnosno spoqa{wost poligona na unutra{wost jedini~nog kruga. 
Ove transformacije mogu se generisati na sli~an na~in kao transformacije (2.3) 
i (2.4), ali se u praksi retko koriste. 

2.2.1. [varc-Kristofelova transformacija za kvadrat 

 [varc-Kristofelova transformacija naj~e{}u primenu nalazi kod proble-
ma u kojima figuri{u provodnici pravougaonog, odnosno kvadratnog popre~nog 
preseka. Iz tog razloga, u tekstu koji sledi bi}e detaqnije obja{wena primena 
ove transformacije na kvadratni popre~ni presek. 

2.2.1.1 Poduæno naelektrisawe u provodnoj cilindri~noj {upqini Poduæno naelektrisawe u provodnoj cilindri~noj {upqini Poduæno naelektrisawe u provodnoj cilindri~noj {upqini Poduæno naelektrisawe u provodnoj cilindri~noj {upqini 
kvadratnog popre~nog presekakvadratnog popre~nog presekakvadratnog popre~nog presekakvadratnog popre~nog preseka    

 Posmatra se podu`no naelektrisawe u cilindri~noj {upqini provodnih 
zidova i kvadratnog popre~nog preseka, kao na Sl. 2.5 [2.7]. 

Pomo}u preslikavawa zadatog izrazom (2.3), unutra{wost kvadratne {upqi-
ne iz z -ravni ( yxz j+= ) preslikava se na unutra{wost jedini~nog kruga u w -rav-

ni ( ψ=+= jj eRvuw ) (Sl. 2.6), pri ~emu je vrednost parametara u izrazu (2.3) 4=N  i 

214321 ==== pppp . Preslikavawe (2.3) tada ima oblik, 
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izraz (2.5) postaje 
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Da bi se odredila vrednost prethodno navedenih izraza usvojeno je da je 
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Sl. 2.5 - Poduæno naelektrisawe u {upqini 
kvadratnog popre~nog preseka ( z -ravan). 

Sl. 2.6 - Izgled sistema sa Sl. 2.5 u 
w -ravni. 

Konstante 1C  i 3C  odre|uju se iz uslova da je z  neparna funkcija po w  i da 

je ( ) 21 awz == . Kona~no, izraz (2.5) ima oblik, 
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Red (2.11) je mogu}e sabrati i wegova suma je 519270373386.0=S  [2.7]. Kada se 
jedna~ina (2.10) rastavi na realni i imaginarni deo, dobija se 
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Prethodna dva izraza za 1=R  predstavqaju parametarske jedna~ine popre~nog 
preseka {upqine. Na Sl. 2.7a i 2.7b prikazana su odstupawa pribliænog od stvar-
nog oblika popre~nog preseka za dvo~lanu (Sl. 2.7a), odnosno tro~lanu  (Sl. 2.7b) 



aproksimaciju, zadatu izrazom (2.10). Kako se pomo}u preslikavawa (2.10) unutra{-
wost cilindri~ne {upqine kvadratnog popre~nog preseka u z -ravni preslikava 

se na unutra{wost jedini~nog kruga u w -ravni, to se ta~ka dcz j0 +=  u kojoj je sme-

{teno poduæno naelektrisawe ´q , preslikava u ta~ku ψ= j

00 eRw  u w -ravni. Pri 

tome je 
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odnosno, 
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Sl. 2.7a - Pribliæan oblik kvadratne 
{upqine za dvo~lanu aproksimaciju 

(2.10). 

Sl. 2.7b - Pribliæan oblik kvadratne 
{upqine za tro~lanu aproksimaciju 

(2.10). 

Tablica 2.1 

iteracija 0R  0ψ  

0 0.282 843 0.785 398 

1 0.268 771 0.839 487 

2 0.253 676 0.822 230 

3 0.252 660 0.771 613 

4 0.262 119 0.755 820 

5 0.267 584 0.776 668 

10 0.263 383 0.781 134 

15 0.262 472 0.783 940 

20 0.262 326 0.784 980 

25 0.262 310 0.785 299 

30 0.262 324 0.785 378 

35 0.262 328 0.785 396 

40 0.262 330 0.785 400 



Jedna~ina (2.14) u op{tem slu~aju re{ava se pribliæno numeri~ki i pri tome se 
posmatra funkcija 
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2
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+
.  (2.17) 

Razvojem funkcije (2.17) u Tejlorov red u okolini ta~ke 0w , pri ~emu se u obzir 

uzimaju samo prva dva ~lana, na osnovu uslova ( ) 00 =wf  generi{e se iterativni 

postupak, 
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´ wf

wf
ww −→ .  (2.18) 

U Tablici 2.1 prikazani su rezultati dobijeni primenom obrazovanog itera-
tivnog postupka kada je adc 1.0==  [2.7]. Pri tome je za po~etne vrednosti nepozna-
tih 0R  i 0ψ  usvojeno, 

 ( ) ( )22

0 //2 adacR +=  i 
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d . (2.19) 

 Primenom teoreme lika u cilindri~nom ogledalu za kompleksni potencijal 
se dobija, 
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dok se elektri~ni skalar potencijal odre|uje iz izraza 
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Intenzitet elektri~nog poqa u unutra{wosti {upqine mogu}e je odrediti kao 
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Kada se u prethodni izraz stavi 1=R , dobija se intenzitet elektri~nog po-
qa na unutra{woj povr{ini {upqine, 
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U izrazu (2.23), 1C  je konstanta koja se javqa u obrascima (2.5) i (2.8) i odre|ena je 

kao 

 
S

a
C

2
1 = . (2.24) 

 Posmatrawem izraza (2.23) moæe se uo~iti da je ja~ina elektri~nog poqa na 
mestu o{trih useka {upqine (ta~ke A, B, C i D na Sl. 2.5) jednaka nuli. Ovim ta~-
kama odgovaraju vrednosti uglova 4π±=ψ  i 43π±=ψ . 



2.2.1.2 Cilindri~ni provodnik velike duæine i kvadratnog popre~nog Cilindri~ni provodnik velike duæine i kvadratnog popre~nog Cilindri~ni provodnik velike duæine i kvadratnog popre~nog Cilindri~ni provodnik velike duæine i kvadratnog popre~nog 
preseka optere}en poduænim naelektrisawempreseka optere}en poduænim naelektrisawempreseka optere}en poduænim naelektrisawempreseka optere}en poduænim naelektrisawem    

Primenom [varc-Kristofelove transformacije mogu}e je odrediti poten-
cijal u okolini cilindri~nog provodnika velike duæine i kvadratnog popre~nog 
preseka optere}enog poduænim naelektrisawem ´q  [2.7]. 

U ovom slu~aju primewuje se preslikavawe (2.4) pomo}u kojeg se spoqa{wost 
kvadratnog provodnika iz z -ravni (Sl. 2.8) preslikava na spoqa{wost jedini~nog 

kruga u w -ravni (Sl. 2.9). Kako se radi o provodniku kvadratnog popre~nog pre-

seka, parametri u izrazu (2.4) imaju vrednosti 4=N  i 214321 ==== pppp , kao i u 

odeqku 2.2.1.1, Preslikavawe (2.4) sada ima oblik, 
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Sl. 2.8 - Optere}eni cilindri~ni provodnik 
kvadratnog popre~nog preseka ( z -ravan). 

Sl. 2.9 - Izgled sistema sa Sl. 2.8 
u w -ravni. 

Kada se na prethodni izraz primeni razvoj 
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pri ~emu je 
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iz izraza (2.25) dobija se 
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Pri tome je usvojeno da je ( )( ) ( ) ( ) 1!0!!1!!3 ≡=−=−− . 

Kao i u slu~aju {upqine kvadratnog oblika, konstante 1C  i 3C  odre|uju se 

na osnovu osobine neparnosti funkcije ( )wz  i iz uslova ( ) 21 awz == . Kona~an iz-



raz za preslikavawe kojim se spoqa{wost kvadratnog provodnika iz z -ravni 

preslikava na spoqa{wost jedini~nog kruga u w -ravni, je oblika 
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Kako je yxz j+=  i ψ= jeRw , na osnovu izraza (2.30) moæe se napisati, 
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U gorwim izrazima, sa S  je ozna~ena suma 
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koju je mogu}e odrediti i ~ija je vrednost, 8472130479.0=S  [2.7]. 

 Kada se u izraze (2.31) i (2.32) stavi 1=R , dobijaju se parametarske jedna~i-
ne popre~nog preseka provodnika. 
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Sl. 2.10 - Pribliæan oblik popre~nog preseka 
provodnika sa Sl. 2.8 za dvo~lanu aproksimaciju 

(2.30). 

Na Sl. 2.10 prikazan je popre~ni presek provodnika sa Sl. 2.8 i wegov pri-
bliæan oblik odre|en pomo}u dvo~lane aproksimacije (2.30). Moæe se uo~iti da je 
aproksimacija popre~nog preseka mnogo boqa nego aproksimacija istog reda dobi-
jena primenom preslikavawa (2.3) (Sl. 2.7). 

Kompleksni potencijal u w -ravni ima oblik, 
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pa je elektri~ni skalar potencijal 
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Na velikim udaqenostima od provodnika je 
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Kada se u obzir uzme prethodni izraz, kompleksni potencijal postaje 
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gde je sa 
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ozna~en ekvivalentni polupre~nik provodnika. 

Ja~inu elektri~nog poqa u okolini provodnika mogu}e je, kao i u prethod-
nom odeqku odrediti primenom izraza (2.22), dok je intenzitet elektri~nog poqa 
na povr{ini elektrode (za 1=R ), 
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Iz izraza (2.39) se uo~ava da je intenzitet elektri~nog poqa neograni~eno 
veliki na o{trim ivicama provodnika, u ta~kama koje odgovaraju vrednostima ug-
lova 4π±=ψ  i 43π±=ψ  (ta~ke A, B, C i D na Sl. 2.9). 

2.3. Zakqu~ak 

 Na osnovu izloæenog, moæe se zakqu~iti da je primenom jednog ili vi{e 
konformnih preslikavawa mogu}e dvodimenzionalne elektrostati~ke probleme u 
kojima se javqaju sloæene geometrije (u ovde razmatranom primeru kvadratni pop-
re~ni presek) svesti na probleme u kojima figuri{u geometrije u kojima je re{a-
vawe problema relativno jednostavno (u konkretnom slu~aju kruæni popre~ni 
presek). U op{tem slu~aju me|utim, ovo dovodi do transcedentnih jedna~ina koje 
zahtevaju numeri~ko re{avawe. 
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3. LAMEOV METOD I WEGOVA PRIMENA NA PRORA^UN 
VODOVA POLIGONALNOG POPRE^NOG PRESEKA 

PROVODNIKA 

3.1. O Lameovom metodu 

Broj elektrostati~kih problema kod kojih je raspodela naelektrisawa na 
povr{ini provodnog tela unapred poznata nije veliki. U praksi se mnogo ~e{}e 
sre}u problemi kod kojih je neophodno na osnovu poznavawa geometrije tela i we-
govog ukupnog optere}ewa (dakle ne i wegove raspodele), odrediti vrednost svih 
ostalih veli~ina od interesa. Metod funkcije oblika, poznat i kao Lameov metod 
primenqiv je upravo kod pomenute grupe problema, posebno ako je jedna~ina po-
vr{ine tela koje se posmatra dostupna u analiti~kom obliku. Zna~ajno je nagla-
siti da se primenom Lameovog metoda re{ewe problema dobija u zatvorenom ob-
liku. Pored metoda funkcije oblika, u grupu metoda kojima se re{ava problem 
elektri~nog poqa u okolini usamqenog provodnog tela spadaju i op{ti postupak 
integracije Laplasove jedna~ine, metod integralnih jedna~ina, metod konform-
nih preslikavawa i relaksacioni metod. 

Pomenuti metod, predlo`en u referenci [3.1], zasnovan je na rezultatima 
koji se odnose na uslove koje treba da zadovoqi jedna~ina ekvipotencijalne povr-
{ine [3.3]. Metod se moæe primeniti na elektrodne sisteme sme{tene kako u ho-
mogenom [3.1], tako i u heterogenom dielektriku [3.2]. 

3.2. Opis metoda 

3.2.1. Lameov uslov 

 Da bi se odredili uslovi koje odre|ena povr{ina mora da zadovoqi da bi 
se mogla smatrati ekvipotencijalnom, posmatra se porodica povr{ina zadata iz-
razom  

 ( ) Cf =r , (3.1) 

gde je r  vektor polo`aja, dok je C  parametar, pri ~emu svakoj vrednosti paramet-
ra odgovara jedan ~lan porodice povr{ina (3.1). Ako se pretpostavi da su povr{i-
ne koje pripadaju porodici povr{ina (3.1) ekvipotencijalne, tada svakoj povr{ini 
pojedina~no, pored konkretne vrednosti parametra 0fC = , odgovara i odre|ena 



vrednost potencijala ( )[ ]0frf =ϕ . Pri tome, funkcija potencijala mora da zadovo-

qi Laplasovu jedna~inu, 

 0=ϕ∆ . (3.2) 

Kako je fgradgrad ϕ′=ϕ , Laplasova jedna~ina u konkretnom slu~aju dobija oblik 

 ( ) 0grad
2 =∆ϕ′+ϕ ′′=ϕ∆ ff , (3.3) 

pri ~emu je fddϕ=ϕ′  i 22 dd fϕ=ϕ ′′ . Iz izraza (3.3) dobija se 

 
( )2grad f

f∆
−=

ϕ′
ϕ ′′ . (3.4) 

U prethodnim izrazima pretpostavqeno je da je parametar f , nazvan parametar e-

kvipotencijalnosti [3.1], dva puta diferencijabilan u svakoj ta~ki prostora. 
Po{to je leva strana prethodnog izraza funkcija samo jedne promenqive f , to 

mora da va`i i za wegovu desnu stranu. Matemati~ki formulisana, ova konstata-
cija predstavqa Lameov uslov [3.1, 3.3], 

 ( )
( )2grad f

f
fg

∆
= , (3.5) 

gde je 

 ( )
ϕ′
ϕ ′′

−=fg . (3.6) 

Dakle, da bi povr{ine koje pripadaju porodici povr{ina definisanoj izrazom 
(3.1) mogle da budu tretirane kao ekvipotencijalne, neophodno je da odnos 

( )2grad ff∆  bude funkcija samo promenqive f . 
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f=1
f>1

f<1

 

Sl. 3.1 - Porodica povr{ina 
definisana izrazom (3.7). 

Vi{e razli~itih porodica mo`e da sadr`i istu povr{inu, pri ~emu neke od 
porodica ispuwavaju Lameov uslov, dok sa drugima to nije slu~aj. U ciqu ilustra-
cije prethodne tvrdwe, bi}e posmatrana povr{ina veoma duge cilindri~ne elek-
trode polupre~nika a . Za ar = , povr{ina elektrode pripada porodici povr{ina 

 ( ) ryxrf =+= 22
. (3.7) 



Pri tome je r̂grad =f , rf 1=∆  i rg 1= , pa je Lameov uslov zadovoqen. 

Sa druge strane, i porodica povr{ina zadata izrazom 

 222 ayfx =+ , (3.8) 

za 1=f  sadr`i povr{inu posmatrane cilindri~ne elektrode (Sl. 3.1), ali pri to-

me Lameov uslov nije ispuwen. 
 Kada je Lameov uslov zadovoqen, potencijal se mo`e odrediti kao 
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, (3.9) 

dok je elektri~no poqe, 

 
( )∫−=ϕ′−=ϕ−=

ffg

fAf
d

egradgradgradE , (3.10) 

gde su A  i B  konstante integracije. 

3.2.2. Primena Lameovog metoda 

 U skladu sa predmetom istraæivawa ovog rada bi}e detaqnije opisana pri-
mena metoda funkcije oblika na elektrodu sme{tenu u homogenom, izotropnom i 
linearnom dielektriku dielektri~ne konstante ε , optere}enu naelektrisawem 
Q  koja se nalazi na potencijalu U (Sl. 3.2). Sa P je obeleæena referentna ta~ka, 

definisana vektorom poloæaja Pr . Pri tome je pretpostavqeno da porodica ekvi-

potencijalnih povr{ina kojoj pripada i povr{ina elektrode 0S  ima samo jedan pa-

rametar ekvipotencijalnosti f  i definisan je odnos 
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nazvan faktorom oblika [3.1]. 
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Sl. 3.2 - Usamqena elektroda. 

Izraz za potencijal (3.9), moæe se sada napisati u obliku 
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Kada je faktor oblika konstantan, {to je uslov ispuwen kod velike grupe 
problema, potencijal se, na osnovu prethodno navedene formule, mo`e odrediti 
pomo}u izraza 
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  (3.13) 

Konstante integracije A  i B  u izrazima (3.12) i (3.13), odre|uju se iz uslova da se 
elektroda nalazi na potencijalu U , da povr{ini elektrode odgovara parametar 
ekvipotencijalnosti 0ff =  i da je referentna ekvipotencijalna povr{ina nul-

tog potencijala odre|ena vredno{}u parametra Pff =  [3.1]. Nakon odre|ivawa in-

tegracionih konstanti, iz izraza (3.12) za potencijal se dobija 
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dok za konstantni faktor oblika, izraz (3.13) ima oblik 
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 (3.15) 

 Kada se radi o elektrodi kona~nih dimenzija definisanoj zatvorenom po-
vr{inom 0S , konstanta A  moæe se odrediti primenom Gausove teoreme na povr{i-

nu elektrode, pa je tada, u op{tem slu~aju [3.1], 
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ili u obliku pogodnijem za prora~un, 
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U slu~aju konstantnog faktora oblika, izrazi (3.16) i (3.17) imaju oblik 
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odnosno, 
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U prethodnim izrazima je sa ∞f  ozna~en parametar ekvipotencijalnosti za uda-

qenu ekvipotencijalnu povr{inu, ( ff lim
∞→

∞ =
r

), dok je sa 'S0  obeleæena povr{ina 

tesno priqubqena uz povr{inu elektrode ( 00 SS ' → ). 

 Od zna~aja je navesti i ~iwenicu da se metod funkcije oblika moæe prime-
niti samo na probleme u kojima figuri{u povr{ine ~iji je faktor oblika kon-
stantan ili je funkcija parametra ekvipotencijalnosti [3.1]. 

3.2.3. Teoreme vezane za primenu Lameovog metoda 

 U tekstu koji sledi bi}e bez dokaza navedene neke od teorema koje se odno-
se na Lameov metod, na osnovu kojih se u pojedinim slu~ajevima wegova primena 
moæe zna~ajno uprostiti. Izlo`ene teoreme direktno su preuzete iz [3.1]. 

Teorema 1: Ukoliko je parametar f  parametar ekvipotencijalnosti za jednu poro-

dicu povr{ina, tada je i proizvoqna, dva puta diferencijabilna funkcija ( )fψ  

tako|e parametar ekvipotencijalnosti iste porodice povr{ina, pri ~emu je odgo-
varaju}i faktor oblika ψk , 

 
2)(gradψ

ψ∆ψ
=ψk . (3.20) 

Posledica Teoreme 1 je da jednoj te istoj elektrodi moæe biti asociran ne-
ograni~eno veliki broj parametara ekvipotencijalnosti i wima odgovaraju}ih 
faktora oblika, koji su nazvani parametrima ekvipotencijalnosti, odnosno fak-
torima oblika iste vrste. Iz navedene teoreme tako|e se moæe zakqu~iti da pro-
vodnim telima razli~ite forme mogu da odgovaraju jednaki faktori oblika. 

Teorema 2: Uvek se moæe definisati preslikavawe kojim je mogu}e porodicu ekvi-
potencijalnih povr{ina bez ijednog parametra ekvipotencijalnosti, iz r  prosto-
ra, preslikati u porodicu ekvipotencijalnih povr{ina koja poseduje bar jedan pa-
rametar ekvipotencijalnosti u R  prostoru. Pri tome je potreban i dovoqan us-
lov, da faktor oblika Rk  asociran parametru ekvipotencijalnosti Rf  u R  pros-

toru bude konstantan ili funkcija parametra ekvipotencijalnosti Rf . 

Kao jedna od posledica Teoreme 2, izveden je zakqu~ak da postoji bar jedan 
prostor (koordinatni sistem) u kojem se moæe primeniti Lameov metod. 

Ako je preslikavawe pomenuto u Teoremi 2 konformno, i ako je rk  faktor 

oblika koji odgovara parametru ekvipotencijalnosti rf  u r  prostoru, tada je fak-

tor oblika Rk , asociran parametru ekvipotencijalnosti Rf  u R  prostoru, 

 ( )[ ]RrRr rrR === fkk , , (3.21) 

{to pruæa potencijalno velike olak{ice pri re{avawu konkretnih problema, jer 
je primenom konformnih preslikavawa mogu}e pojednostaviti pojedine probleme 
sloæenih geometrija. 
Teorema 3: Ukoliko su faktori oblika ik  koji odgovaraju parametrima ekvipoten-

cijalnosti if  jednaki nuli, 



 0=ik , (3.22) 

tada je i faktor oblika k  asociran parametru ekvipotencijalnosti f , koji je li-

nearna kombinacija parametara if , 

 ∑=
i

iff , (3.23) 

tako|e jednak nuli ( 0=k ). 

Teorema 4: Kada su faktori oblika ik  koji odgovaraju parametrima ekvipotenci-

jalnosti if  jednaki nuli, 

 0=ik , (3.24) 

tada je i faktor oblika k  asociran parametru ekvipotencijalnosti f , koji pred-

stavqa proizvod parametara if , 

 ∏=
i

iff , (3.25) 

tako|e jednak nuli ( 0=k ). 

3.2.4. Primena Lameovog metoda na elektrode u heterogenom dielektriku 

 Prethodno izlagawe se u celosti odnosilo na primenu metoda funkcije ob-
lika u homogenom dielektriku. U tekstu koji sledi, u skladu sa ~iwenicom da to 
nije od ve}eg zna~aja za predmet istraæivawa ovog rada, bi}e samo ukratko nave-
deni uslovi koji moraju da budu ispuweni da bi se Lameov metod primenio na 
elektrodne sisteme sme{tene u heterogenom dielektriku. 

 Neophodni uslovi za primenu metoda funkcije oblika na elektrodne siste-
me koji su okruæeni heterogenim dielektrikom su [3.2]: 

 -da povr{ine diskontinuiteta (povr{ine elektroda i povr{ine koje razdvajaju di-
elektri~ne slojeve razli~itih dielektri~nih konstanti) pripadaju porodici ekvipo-
tencijalnih povr{ina. Tada postoji bar jedan parametar ekvipotencijalnosti, pri ~emu je 
wemu asocirani faktor oblika ili konstantan ili funkcija parametra ekvipotenci-
jalnosti; 

 -da je relativna dielektri~na konstanta proizvoqnog dielektri~nog sloja koji ok-
ruæuje elektrodni sistem konstantna (homogeni dielektri~ni sloj) ili je funkcija para-
metra ekvipotencijalnosti. 

 Kada su navedeni uslovi ispuweni, re{ewe posmatranog problema dobija se u zat-
vorenoj formi. 

3.3. Pribliæan prora~un vodova poligonalnog popre~nog 
preseka provodnika primenom Lameovog metoda 

 Jedan od na~ina da se omogu}i primena metoda funkcije oblika na elek-
trodne sisteme kod kojih nije ispuwen Lameov uslov jeste direktna aproksimacija 
ekvipotencijalnih povr{ina "kori{}ewem podesno odabranih funkcija koje ispu-
wavaju Lameov uslov" [3.4]. Na ovoj ideji zasniva se jedan nov pribliæni numeri~-
ki postupak za re{avawe elektrostati~kih problema, prvi put predloæen u re-
ferenci [3.4]. Nakon aproksimirawa ekvipotencijalnih povr{ina, potencijal i 
elektri~no poqe odre|uju se na na~in opisan u odeqcima 3.2.1 i 3.2.2. Predloæeni 
metod primewen je i na re{avawe jednog broja vodova razli~itog popre~nog pre-
seka provodnika [3.5-3.8]. 



3.3.1. Aproksimacija ekvipotencijala 

Da bi se objasnio postupak aproksimacije ekvipotencijalnih povr{ina koji 
omogu}ava primenu metoda funkcije oblika, posmatra se cilindri~na elektroda 
popre~nog preseka prikazanog na Sl. 3.3 [3.4, 3.5]. 

Jedna~ina ekvipotencijalnih povr{ina pretpostavqena je u formi kona~-
nog proizvoda, 
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, (3.26) 

 gde su sa nf  ozna~eni faktori, 

 22 )()( nnn yyxxf −+−= , Nn ,...,2,1= . (3.27) 
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Sl. 3.3 - Popre~ni presek 
cilindri~ne elektrode. 

U prethodnom izrazu (3.27), nx  i ny  su koordinate ta~aka ( )nnn yx ,A , Nn ,...,2,1=  

koje su sme{tene u unutra{wosti elektrode (Sl. 3.3). Nepoznati parametri nα , 

Nn ,...,2,1= , kao i koordinate nx  i ny , Nn ,...,2,1= , odre|uju se iz uslova da je vred-

nost parametra f  na konturi popre~nog preseka provodnika C , 

 1Cf = . (3.28) 

Kako je potrebno odrediti ukupno N3  nepoznatih veli~ina ( Nnyx nnn ,...,2,1,,, =α ), 

pode{avawem u N3  ta~aka mP , Nm 3,...,2,1=  sme{tenih na konturi C , formira se 

sistem nelinearnih jedna~ina, 

  ( ) 1P Cf m = , Nm 3,...,2,1= . (3.29) 

Va`no je naglasiti da se ta~ke pode{avawa mogu odabrati i na glatkim i na 
o{trim delovima provodnika, {to predstavqa dobru osobinu predlo`enog meto-
da. Porodica povr{ina (3.26) zadovoqava Lameov uslov, pri ~emu je 

 ( )
( ) ff

f
fg

1

grad
2

=
∆

= . (3.30) 

Izraz za potencijal sada ima oblik, 

 ( ) ( )[ ] ByyxxABfA nn

N

n
n +−+−α=+=ϕ ∑

=

22

1

lnln . (3.31) 

Konstanta A  u prethodnom izrazu odre|uje se iz relacije 



 ∑
=

απε−=
N

n
nAq

1

' , (3.32) 

gde je 'q  poduæno naelektrisawe elektrode, dok se konstanta B  odre|uje na osno-

vu izbora referentne ta~ke. 

3.3.1.1 Aproksimacija kvadratnog popre~nog presekaAproksimacija kvadratnog popre~nog presekaAproksimacija kvadratnog popre~nog presekaAproksimacija kvadratnog popre~nog preseka    

 Na~in primene predloæenog metoda, ilustrovan je na primeru usamqene ci-
lindri~ne elektrode kvadratnog popre~nog preseka, stranice a2  [3.1]. Najjednos-
tavnija aproksimacija ekvipotencijalnih povr{ina, u ovom se slu~aju ostvaruje 
kori{}ewem funkcije, 
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pri ~emu je 4 83ad = . Popre~ni presek elektrode i wen pribliæan oblik dobijen 

primenom funkcije (3.33) prikazani su na Sl. 3.4. Moæe se uo~iti da je odstupawe 
od stvarnog oblika elektrode najve}e u okolini temena kvadrata. 

 Aproksimacija kvadratnog popre~nog preseka moæe se izvr{iti i pomo}u funkcije 

    

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

,

α












++

+++

+−

++−

++

−++

+−

−+−
×

×
++

+++

+−

++−

++

−++

+−

−+−
=

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

dda

dydx

dda

dydx

dda

dydx

dda

dydx

dda

dydx

dda

dydx

dda

dydx

dda

dydx
f

 (3.34) 

gde je ad 7494084554365712.01 = , ad 4567629332914452.02 =  i 4003588274257114.0=α . 
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Sl. 3.4 - Pribliæan oblik kvadratnog 
popre~nog preseka dobijen primenom 

funkcije (3.33). 

Sl. 3.5 - Pribliæan oblik kvadratnog 
popre~nog preseka dobijen primenom 

funkcije (3.34). 
U ovom slu~aju, gre{ka u aproksimaciji popre~nog preseka elektrode, prika-

zana na Sl.3.5, mawa je nego u slu~aju aproksimacije ostvarene pomo}u funkcije 
(3.33). Odstupawe od stvarnog oblika elektrode je, kao i u prethodnom slu~aju, naj-
izra`enije u okolini temena kvadratnog popre~nog preseka. 



3.3.2. Prora~un vodova poligonalnog popre~nog preseka 

Kada se postupak prethodno opisan u odeqku 3.3.1, primewuje na dvoæi~ni 
vod (Sl. 3.6) [3.5-3.8], jedna~ina ekvipotencijalnih povr{ina se, kao i u slu~aju 
usamqene elektrode pretpostavqa u obliku izraza (3.26), pri ~emu su faktori u 
proizvodu, 
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Sl. 3.6 - Dvo`i~ni vod. 

U simetralnoj ravni voda 0=x , parametar f  ima vrednost 1=f , na povr{i-

ni levog provodnika wegova vrednost je 01 ff = , dok je na desnom provodniku 

0ff = . Potencijal se odre|uje iz izraza 

 
0ln
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2 f

fU
=ϕ . (3.36) 

Na osnovu (3.36) mogu}e je odrediti vektor elektri~nog poqa, 

 ϕ−= gradE , (3.37) 

kao i vektor magnetnog poqa, 

 µε×= EzH ˆ , (3.38) 

gde je ε  dielektri~na konstanta, a µ  magnetna permeabilnost sredine u kojoj se 
vod nalazi. Pri tome je yxz ˆˆˆ ×= . Poduæna kapacitivnost voda se odre|uje kao 

 ∑
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' . (3.39)  

3.3.2.1 Vod sa provodnicima pravougaonog popre~nog presekaVod sa provodnicima pravougaonog popre~nog presekaVod sa provodnicima pravougaonog popre~nog presekaVod sa provodnicima pravougaonog popre~nog preseka    

Opisani postupak aproksimacije ekvipotencijala primewen je na vod sa 
provodnicima pravougaonog popre~nog preseka, prikazan na Sl. 3.7 [3.5-3.7]. 

Kako u ovom slu~aju postoji simetrija u odnosu na ravni 0=x  i 0=y , fakto-

ri nf , Nn ,...,2,1=  u izrazu (3.26) imaju oblik, 
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Sl. 3.7 - Dvoæi~ni vod pravougaonog popre~nog preseka provodnika. 

Kada se za posmatrani vod formira sistem jedna~ina (3.29), wegovim re{avawem 
dobijaju se vrednosti veli~ina nα , nx  i ny , Nn ,...,2,1= , prikazane u Tablici 3.1. 

Pri tome je dba == , dok broj ~lanova u proizvodu (3.26) N , uzima razli~ite vred-
nosti. 

Tablica 3.1 

N  n  nα  axn  ayn  

2 1 0.214 817 691 1.063 585 760 0.361 754 450 

 2 0.115 312 721 1.894 150 398 0.401 104 432 

3 1 0.119 128 104 1.030 826 784 0.437 275 648 

 2 0.132 152 399 1.381 732 038 0.014 021 238 

 3 0.069 585 344 1.938 824 418 0.458 822 450 

4 1 0.094 660 961 1.028 351 232 0.459 610 567 

 2 0.117 965 461 1.239 799 658 0.189 521 924 

 3 0.054 137 807 1.722 469 883 0.265 551 095 

 4 0.051 718 981 1.960 558 490 0.472 769 890 

5 1 0.039 991 742 1.976 127 574 0.478 097 896 

 2 0.054 180 180 1.149 017 751 0.278 541 013 

 3 0.081 741 242 1.027 626 355 0.471 585 205 

 4 0.100 089 460 1.368 380 808 0.058 100 751 

 5 0.041 447 532 1.806 317 343 0.340 793 958 

 Gre{ka na~iwena pri pribliænom odre|ivawu konture popre~nog preseka 
provodnika, za razli~ite vrednosti N  prikazana je na Sl. 3.8a-d. Moæe se uo~iti 
da je gre{ka najve}a u okolini temena popre~nog preseka provodnika i da ({to je 
potpuno razumqivo), opada sa porastom broja ~lanova u proizvodu (3.26). Vaqa na-
pomenuti da bi gre{ka bila ve}a da pode{avawe nije izvr{eno u temenima kontu-
ra na koje se oslawa popre~ni presek voda. 

Konture ekvipotencijalnih i ekvienergetskih povr{ina  u okolini voda sa 
Sl. 3.7 odre|enih primenom opisanog metoda, kada je dba ==  i 5=N  prikazane su 
na Sl. 3.9 i 3.10, respektivno. Ekvienergetske povr{ine defini{u se kao geomet-
rijska mesta ta~aka konstantnog intenziteta elektri~nog poqa, odnosno stalne 
zapreminske gustine energije elektrostati~kog poqa. 
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Sl. 3.8 - Pribliæan oblik popre~nog preseka voda sa Sl. 3.7 kada je dba ==  i N  

uzima razli~ite vrednosti. 
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Sl. 3.10 - Ekvienergetske krive za vod sa Sl. 3.7 kada je 
dba ==  i 5=N . 
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Sl. 3.9 - Ekvipotencijalne krive za vod sa Sl. 3.7 kada 
je dba ==  i 5=N . 

U Tablici 3.2 prikazane su normalizovane vrednosti poduæne kapacitiv-
nosti voda sa Sl. 3.7, odre|ene za za ad =  i razli~it broj faktora u proizvodu 
(3.26). 

Tablica 3.2 

N  πε2C'  

2 0.330 130 

3 0.320 866 



4 0.318 483 

5 0.317 450 

Izgled linija elektri~nog poqa za vod sa Sl. 3.7, kada je ad =  i 5=N , pri-
kazan je na Sl. 3.11. Grafik na Sl. 3.12 predstavqa moduo odnosa tangencijalne i 
normalne komponente elektri~nog poqa na gorwem delu povr{ine desnog provod-
nika voda sa Sl. 3.7, odre|en primenom opisanog metoda za ad =  i 5=N . 
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Sl. 3.11 - Linije poqa za vod sa Sl. 3.7 kada je dba ==  i 5=N . 
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Sl. 3.12 - Odnos tangencijalne i normalne komponente vektora 
elektri~nog poqa na povr{ini desne elektrode voda sa Sl. 3.7 

kada je dba ==  i 5=N . 
Sa Sl. 3.12 moæe se uo~iti da uslov da tangencijalna komponenta elektri~-

nog poqa na povr{ini provodnika bude mnogo mawa od normalne komponente nije 
ispuwen u okolini temena pravougaone konture. Ovo je nedostatak metoda koji bi 
bio mawe uo~qiv da je broj ~lanova u proizvodu (3.26) ve}i. To me|utim zahteva 
re{avawe sistema nelinearnih jedna~ina vi{eg reda. 

Pomenuti problem je mawe izraæen kada se primenom opisanog metoda ap-
roksimiraju popre~ni preseci glatkih elektroda. U ciqu ilustracije ove tvrdwe, 
posmatra se dvo`i~ni vod sa provodnicima elipti~nog popre~nog preseka sme{-
ten iznad provodne ravni (Sl. 3.13) [3.7, 3.8]. Kada se na ovakav vod primewuje 



predlo`ena procedura, ekvipotencijalne povr{ine pretpostavqaju se u obliku 
proizvoda (3.26), pri ~emu, obzirom na prisutnu simetriju, faktori u proizvodu 
imaju oblik, 
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Sl. 3.13 - Vod elipti~nog popre~nog preseka 
provodnika iznad provodne ravni. 
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Sl. 3.14 - Odnos tangencijalne i normalne 
komponente vektora elektri~nog poqa na 
povr{ini desnog provodnika voda sa Sl. 
3.7, kada je 5.02// === dbdadh  i 6=N . 

Parametarske jedna~ine elipse na koju se oslawa popre~ni presek desnog provod-
nika voda sa Sl. 3.13 su 

  padx cos+=  i pbhy sin+= . (3.42) 

Na Sl. 3.14 prikazan je odnos tangencijalne i normalne komponente elektri~nog 
poqa na povr{ini desnog provodnika posmatranog voda odre|en primenom pred-
lo`ene procedure. Pri tome su dimenzije voda 5.02// === dbdadh , dok je u pro-

izvodu (3.26) prisutno ukupno 6=N  faktora [3.8]. Sa grafika se uo~ava da je uslov 
da je tangencijalna komponenta po intenzitetu mnogo mawa od normalne komponen-
te elektri~nog poqa, zadovoqen na najve}em delu povr{ine elektrode, osim u po-
jedinim ta~kama gde je dobijeni odnos intenziteta tangencijalne i normalne kom-
ponente ne{to ve}i od 0.12. Sa pove}awem broja faktora u proizvodu (3.26), pos-
matrani odnos se smawuje. 



3.4. Zakqu~ak 

U ovom poglavqu razmatran je metod funkcije oblika (Lameov metod). Nave-
deni su uslovi i opisan na~in wegove primene na usamqenu elektrodu u homoge-
nom dielektriku [3.1]. Tako|e su nabrojani i neophodni uslovi za primenu opisa-
nog metoda na provodno telo u heterogenom dielektriku [3.2]. 

 Opisan je i jedan nov pribliæan numeri~ki postupak za re{avawe elektro-
stati~kih problema zasnovan na direktnoj aproksimaciji ekvipotencijalnih povr-
{ina pomo}u "podesno odabranih funkcija koje ispuwavaju Lameov uslov" [3.4]. 
Ovaj postupak omogu}ava primenu metoda funkcije oblika na sisteme kod kojih taj 
uslov nije ispuwen, pa se Lameov metod ne mo`e direktno primeniti [3.5-3.8]. 
 Dobra osobina opisanog metoda je da se re{ewe za potencijal dobija u zatvorenom 
obliku. Tako|e se moæe konstatovati odsustvo komplikovanijih matemati~kih izra~una-
vawa kao {to je npr. numeri~ka integracija, prisutnih kod nekih drugih metoda. Metod se 
moæe primeniti i na elektrode koje imaju o{tre ivice. Naravno, aproksimacija i dobi-
jeni rezultati utoliko su ta~niji, ukoliko je broj ~lanova u primewenoj aproksimaciji ve-
}i. 

Nedostatak razmatranog metoda je neophodnost re{avawa sistema neline-
arnih jedna~ina {to je problem koji posebno dolazi do izraæaja kada je primewe-
na aproksimacija vi{eg reda. 
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4. PRORA^UN VODOVA POLIGONALNOG POPRE^NOG 
PRESEKA PRIMENOM METODA EKVIVALENTNE 

ELEKTRODE 

4.1. O metodu ekvivalentne elektrode 

Metod ekvivalentne elektrode (MEE) je nov, numeri~ki metod razvijen na 
Elektronskom fakultetu u Ni{u, namewen pribliænom prora~unu potencijalnih 
poqa teorijske fizike, ukqu~uju}i i kvazistacionarno elektromagnetno poqe 
[4.8]. Metod je dao zadovoqavaju}e rezultate kod primene u analizi elektrosta-
ti~kog i magnetostati~kog poqa, u teoriji niskofrekventnih uzemqiva~kih siste-
ma, kao i kod prora~una vodova. I neki drugi problemi potencijalnih poqa, kao 
{to su problemi provo|ewa toplote i protoka fluida re{eni su pomo}u MEE 
[4.8]. 

Predloæeni metod zasnovan je na ideji da se elektroda proizvoqnog obli-
ka "zameni ekvivalentnim sistemom sastavqenim od kona~nog broja tzv. ekviva-
lentnih elektroda" [4.8]. Tako se analiza posmatranog elektrodnog sistema svodi 
na re{avawe ve}eg broja lak{e re{ivih problema. 

Oblik, dimenzije i polo`aj ekvivalentnih elektroda (EE) odre|uju se tako 
da u potpunosti zamene posmatrani elektrodni sistem. Zavisno od geometrije 
problema za ~ije se re{avawe primewuje MEE, ekvivalentna elektroda moæe da 
bude ravna ili ovalna traka, ako se radi o planparalelnim problemima, sfera, 
ako se metod primewuje na trodimenzionalne probleme, ili tanka toroidalna 
traka, u slu~aju aksijalno simetri~nih sistema. Ekvivalentne elektrode se sme{-
taju po povr{ini provodnika, pri ~emu je polupre~nik ekvivalentne elektrode 
jednak ekvivalentnom polupre~niku dela elektrode koji konkretna EE zamewuje. 
Sistem linearnih jedna~ina, u kojem kao nepoznate figuri{u naelektrisawa EE 
formira se iz uslova da su potencijal i naelektrisawe ekvivalentne elektrode 
jednaki potencijalu, odnosno naelektrisawu dela elektrode substituisanog 
ekvivalentnom elektrodom. Prora~un ostalih veli~ina od interesa vr{i se 
nakon odre|ivawa naelektrisawa ekvivalentnih elektroda, na na~in zasnovan 
na standarnim procedurama. Kada se posmatrani elektrodni sistem sastoji od 
ve}eg broja elektroda ili je sme{ten u slojevitoj sredini, pogodno je u nekim slu-
~ajevima koristiti Grinove funkcije za pojedine elektrode, odnosno slojevite 
sredine, a ostale elektrode elektrodnog sistema zameniti ekvivalentnim elek-
trodama [4.8]. 



U formalnom smislu, metod ekvivalentne elektrode sli~an je metodu mo-
menata. Bitna razlika me|utim, postoji u fizi~kim osnovama ovih metoda, kao i u 
na~inu formirawa matrica. Va`no je ista}i da primena MEE ne zahteva numeri~-
ku integraciju bilo koje vrste, za razliku od metoda momenata, kod koga je neop-
hodno odrediti vrednost pojedinih netabli~nih integrala koji sadræe singular-
ne podintegralne funkcije [4.8]. 

U odnosu na metod fiktivnih izvora, osnovna razlika izme|u ova dva meto-
da le`i u ~iwenici da se kod MEE naelektrisawa, odnosno EE sme{taju na povr-
{ini elektrode, dok se kod metoda fiktivnih izvora to ~ini unutar elektrode. 

4.1.1. Opis metoda 

 Primena MEE ilustrovana je, bez uticaja na op{tost izlagawa, na primeru 
glatke usamqene elektrode proizvoqnog popre~nog preseka i neograni~ene duæi-
ne, koja se nalazi na potencijalu U=ϕ  u odnosu na izabranu referentnu ta~ku 

(Sl. 4.1) [4.8]. Pri tome, potencijal na povr{ini elektrode zadovoqava Laplasovu 
jedna~inu, 

 0=ϕ∆ . (4.1) 

Na konturi C , na koju se oslawa popre~ni presek posmatrane elektrode, 
proizvoqno je odabrano N  ta~aka ozna~enih sa nA , Nn ,...,2,1=  ( 11 AA =+N ). Povr-

{ina elektrode zamewena je sistemom od N  trakastih elektroda sme{tenih iz-
me|u ta~aka nA  i 1A +n , {irine nl , Nn ,...,2,1= , pri ~emu je wihov potencijal jednak 

potencijalu elektrode U  [4.8]. 
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Sl. 4.1 - Cilindri~na elektroda. 

Sa nq′  ozna~eno je poduæno optere}ewe trakaste elektrode sme{tene izme|u ta~a-

ka nA  i 1A +n . Ukupno optere}ewe elektrode jednako je sumi poduænih naelektri-

sawa trakastih elektroda nq′ , Nn ,...,2,1= , odnosno 

 ∑
=

′=
N

n
nqQ

1

' . (4.2) 

Trakaste elektrode mogu se zameniti cilindri~nim provodnicima kruænog 
popre~nog preseka, ekvivalentnog polupre~nika nae , Nn ,...,2,1= . Cilindri~ne 

elektrode nalaze se na potencijalu U , dok je wihovo poduæno naelektrisawe jed-



nako poduænim optere}ewima trakastih elektroda nq′ , Nn ,...,2,1= . Ekvivalentni 

polupre~nik ravne trakaste elektrode duæine d  je 4e da = . U slu~aju ovalne tra-

kaste elektrode kojoj odgovara ugao α2 , ekvivalentni polupre~nik je 
( )2sine α= aa  [4.8]. 

 Dakle, elektroda sa Sl. 4.1 moæe da se zameni kavezastom strukturom koju 
sa~iwava N  EE. Potencijal u okolini ovog sistema se sada moæe napisati kao 
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′=ϕ , (4.3) 

gde je sa 
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obeleæena Grinova funkcija usamqenog poduænog naelektrisawa. Pri tome je r  
vektor poloæaja ta~ke u kojoj se odre|uje potencijal (ta~ka M na Sl. 4.1), sa nr  oz-

na~en je vektor poloæaja sredi{we ta~ke (baricentra) trake ili EE, Pr  je vektor 

poloæaja referentne ta~ke, dok je ε  dielektri~na konstanta sredine u kojoj je 
elektroda sme{tena. 

Sistem jedna~ina kod primene MEE formira se iz uslova da je potencijal 
EE jednak potencijalu provodnika U , 

 mn
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n
nGqU ∑
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1

, Nm ,...,2,1= . (4.5) 

Re{ewa ovog sistema su vrednosti optere}ewa EE nq′ , Nn ,...,2,1= . U prethodnom 

izrazu, sa mnG  ozna~ena je Grinova funkcija odre|ena primenom teorije logari-

tamskih potencijala, koju je mogu}e primeniti kada je broj upotrebqenih EE veli-
ki, a najve}a {irina trakastih provodnika veoma mala, 
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gde je mnδ  Kronekerov simbol. 

 Nakon odre|ivawa optere}ewa EE, mogu}e je prora~unati i ostale veli~ine 
od interesa. Tako je na osnovu izraza za potencijal (4.3), vektor elektri~nog poqa 
u okolini posmatrane elektrode, 

 ϕ−= gradE . (4.7) 

Odre|ivawe vektora elektri~nog poqa primenom prethodnog izraza (kada je po-
tencijal dat izrazom (4.3)), na povr{ini elektrode dovodi do velike gre{ke. Zato 
se u ta~kama na povr{ini elektrode intenzitet elektri~nog poqa odre|uje iz 
grani~nog uslova za normalnu komponentu elektri~nog poqa na povr{ini provod-
nika 

 
ε

η
= n

nE , (4.8) 

gde je nnn lq′=η  povr{inska gustina naelektrisawa na n -toj trakastoj elektrodi, 

sme{tenoj izme|u ta~aka nA  i 1A +n , Nn ,...,2,1= . 



4.1.2. Primeri primene metoda ekvivalentne elektrode 

U skladu sa predmetom istra`ivawa ovog rada, opisana je primena MEE na 
re{avawe problema usamqenog cilindri~nog provodnika neograni~ene duæine 
kruænog popre~nog preseka, kao i na analizu cilindri~nog kondenzatora [4.8]. 

4.1.2.1 Usamqeni cilinUsamqeni cilinUsamqeni cilinUsamqeni cilindri~ni provodnik neograni~ene duæine kruænog dri~ni provodnik neograni~ene duæine kruænog dri~ni provodnik neograni~ene duæine kruænog dri~ni provodnik neograni~ene duæine kruænog 
popre~nog prepopre~nog prepopre~nog prepopre~nog presesesesekakakaka    

Posmatra se usamqeni cilindri~ni provodnik neograni~ene duæine, kruæ-
nog popre~nog preseka polupre~nika a , optere}en poduænim naelektrisawem 'Q  i 

na potencijalu U  (Sl. 4.2) [4.8]. Provodnik je obzirom na prisutnu simetriju, zame-
wen sistemom od N  ravnomerno raspore|enih EE, istog ekvivalentnog polupre~-
nika ea  i jednakog poduænog optere}ewa 'q . Kako je suma naelektrisawa EE jed-

naka ukupnom optere}ewu elektrode 'Q , to je 

 N'Q'q = . (4.9) 
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Sl. 4.2 - Cilindri~ni provodnik 
kruænog popre~nog preseka. 

Ekvivalentni polupre~nik EE ea  odgovara ugaonom otvoru Nπ=α 2 , pa je 

 ( ) ( )Naaa 2sin4sine π=α= . (4.10) 

Kada se elektrodni sistem sa Sl. 2 posmatra u cilindri~nom koordinatnom siste-
mu, sa koordinatama r  i θ  ( θ= cosrx  i θ= sinry ), pri ~emu osa elektrode leæi na 

pravcu 0=r , dok su ose EE sme{tene na pravcima ar = , ( )α−=θ 1nn , Nn ,...,2,1= , 

potencijal u okolini formiranog elektrodnog sistema mo`e se odrediti na os-
novu izraza 
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odnosno, 

 ( )θ−+
πε

−ϕ=ϕ Nraar
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U prethodnim izrazima ε  je dielektri~na konstanta sredine u kojoj se provodnik 
nalazi, dok je 0ϕ  aditivna konstanta. Potencijal na povr{ini usamqene cilin-

dri~ne elektrode sa Sl. 4.2 je 

 a
'Q

U ln
2

0 πε
−ϕ= , (4.13) 

dok je potencijal na povr{ini kavezastog elektrodnog sistema formiranog od EE,  

 e0 ln
2

A
N

'Q
U

πε
−ϕ= , (4.14) 

gde je eA  ekvivalentni polupre~nik sistema ekvivalentnih elektroda [4.8], 

 N

N
NaA

2
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π
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Tablica 4.1 

N  aAe  

1 1.000 000 000 000 000 

2 1.189 207 115 002 721 

3 1.144 714 242 553 332 

4 1.112 307 621 429 733 

5 1.090 913 895 690 523 

10 1.045 762 932 781 543 

50 1.009 069 242 738 553 

100 1.004 525 625 667 449 

1000 1.000 451 684 272 690 

10 000 1.000 045 159 289 768 

100 000 1.000 004 515 837 249 

1 000 000 1.000 000 451 582 807 

10 000 000 1.000 000 045 158 272 

100 000 000 1.000 000 004 515 827 

1 000 000 000 1.000 000 000 451 583 

∞  1.000 000 000 000 000 

Na osnovu prethodnog, moæe se o~ekivati da se sa pove}awem broja EE, vrednost 
ekvivalentnog polupre~nika eA  pribliæava polupre~niku cilindri~ne elektro-

de a , kao i da je u grani~nom slu~aju aA
N

=
∞→

elim . Ovo potvr|uju i vrednosti iz Tab-

lice 4.1, u kojoj je prikazan odnos aAe , odre|en pomo}u izraza (4.15), za razli~it 

broj EE [4.8]. 

Kombinacijom izraza (4.12), (4.14) i (4.15) dobija se izraz za potencijal u 
okolini sistema EE 
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Kako je ϕ−= gradE , na osnovu (4.16), za radijalnu ( rE ) i ugaonu komponentu ( θE ) 

elektri~nog poqa dobija se, 



 
( ) ( )

( ) ( ) ( )θ−+

θ−
=

Nrara

Nra
EE

NN

N

r
cos21

cos1
2

 i 
( ) ( )

( ) ( ) ( )θ−+

θ
=θ

Nrara

Nra
EE

NN

N

cos21

sin
2

, (4.17) 

gde je 
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. (4.18) 

Elektri~no poqe u okolini usamqenog cilindri~nog provodnika ima samo radi-
jalnu komponentu, 

 rrE ˆ
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r

'Q
E

πε
== , (4.19) 

pa su ta~ne vrednosti radijalne i normalne komponente elektri~nog poqa u oko-
lini usamqene cilindri~ne elektrode, 

 EEr =  i 0=θE . (4.20) 

Iz izraza (4.17) i (4.18) je o~igledno da je za ar > , 

 EEr
N

=
∞→

lim  i 0lim =θ
∞→
E

N
, (4.21) 

pa se moæe konstantovati da u grani~nom slu~aju ( ∞→N ), MEE daje ta~nu vred-
nost za vektor elektri~nog poqa u okolini usamqenog cilindri~nog provodnika. 

4.1.2.2    Cilindri~ni kondenzatorCilindri~ni kondenzatorCilindri~ni kondenzatorCilindri~ni kondenzator    

 Ve} je re~eno da je u slu~ajevima kada se posmatrani sistem sastoji od vi{e 
elektroda ili ako je sistem sme{ten u slojevitoj sredini, prilikom primene MEE 
pogodno koristiti Grinove funkcije za pojedine elektrode, odnosno slojevite 
sredine, a ostale elektrode elektrodnog sistema zameniti EE. Ovaj postupak bi-
}e obja{wen na primeru cilindri~nog kondenzatora prikazanom na Sl. 4.3 [4.8]. 

Ta~ni izrazi za potencijal i vektor elektri~nog poqa u me|uelektrodnom 
prostoru cilindri~nog kondenzatora su 
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odnosno, 

 rE ˆE= , 
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U izrazima (4.22) i (4.23), a  i b  su polupre~nici unutra{we ( a ) i spoqa{we elek-
trode (b ) ( ba < ). Poduæno naelektrisawe kondenzatora ozna~eno je sa 'Q , U  je na-

pon izme|u elektroda, ε  je dielektri~na konstanta dielektrika, dok je r  radi-
jalna koordinata cilindri~nog koordinatnog sistema. 

Kada se na ovakav elektrodni sistem primewuje MEE, dovoqno je pomo}u EE 
(cilindri~ni provodnici kruænog popre~nog preseka) zameniti samo unutra{wu 
elektrodu kondenzatora, dok se uticaj spoqa{we elektrode odre|uje pomo}u teo-
reme lika i Grinove funkcije za poduæno naelektrisawe u cilindri~noj provod-
noj {upqini kruænog popre~nog preseka. 
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Sl. 4.3 - Cilindri~ni kondenzator. 

Potencijal elektrodnog sistema formiranog na ovaj na~in je 
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gde su r  i θ  cilindri~ne koordinate, dok je N  broj EE, optere}enih poduænim na-
elektrisawem N'Q'q =  i ravnomerno raspore|enih na povr{ini unutra{we elek-

trode u ta~kama ar = , ( ) Nnn π−=θ=θ 21 , Nn ,...,2,1= . Kako je ugaono rastojawe 

izme|u osa dve susedne ekvivalentne elektrode Nπ=α 2 , polupre~nik EE je 

( )Naa 2sine π= . Kada se u izraz (4.24) stavi da je 0=θ  i eaar +=  i ima u vidu da je 

za dovoqno veliki broj EE aa <<e , potencijal unutra{weg provodnika je 
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Na osnovu (4.25), pribliæan izraz za poduænu kapacitivnost ima oblik. 
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Kako je ta~an izraz za poduænu kapacitivnost kondenzatora 
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dobija se, 
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Sl. 4.4 - Promena podu`ne kapacitivnosti 
cilindri~nog kondenzatora za razli~it broj EE. 

Na Sl. 4.4 prikazana je zavisnost normalizovane podu`ne kapacitivnosti 
'C'C 0  od odnosa ba , za razli~it broj EE, N . Sa grafika se uo~ava se da se odstu-

pawe pribliæne od ta~ne vrednosti kapacitivnosti smawuje sa pove}awem broja 
EE, {to se i moglo o~ekivati. Sa porastom odnosa ba , gre{ka na~iwena odre|i-

vawem poduæne kapacitivnosti primenom izraza (4.28) raste. 

Kombinacijom izraza za potencijal (4.24) i izraza (4.7), za radijalnu ( rE ) i 

ugaonu komponentu ( θE ) elektri~nog poqa dobija se 
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 Prethodno navedeni izrazi najve}u ta~nost imaju na povr{ini spoqa{we 
elektrode ( br = ), na kojoj je 
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Moæe se zakqu~iti da se vrednost radijalne komponente na povr{ini spoqa{we 
elektrode kre}e u intervalu 
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Iz izraza (4.29) o~igledno je da se primenom metoda ekvivalentne elektrode, u 
grani~nom slu~aju ( ∞→N ) za radijalnu komponentu elektri~nog poqa dobija ta~-
na vrednost, 
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4.2. Primena metoda ekvivalentne elektrode na re{avawe 
vodova poligonalnog popre~nog preseka provodnika 

U prethodnom tekstu u nekoliko navrata je nagla{eno da je u slu~ajevima ka-
da se metod ekvivalentne elektrode primewuje na elektrodne sisteme formira-
ne od ve}eg broja elektroda ili sme{tene u slojevitom dielektriku, ~esto pogod-
nije koristiti Grinove funkcije za pojedine elektrode, odnosno slojevite sre-
dine, a ostale elektrode elektrodnog sistema zameniti EE. Naravno, to je mogu}e 
u~initi samo u slu~ajevima kada odgovaraju}e Grinove funkcije egzistiraju u ob-
liku koji dozvoqava wihovo odre|ivawe sa zahtevanom ta~no{}u. 

U slu~ajevima vodova poligonalnog popre~nog preseka provodnika, napred 
navedeni uslovi veoma su ~esto ispuweni, {to primenu MEE, uz wegove ranije po-
menute prednosti, ~ini veoma zahvalnim na~inom za wihovo re{avawe. Tako je po-
mo}u ovog metoda mogu}e re{avati vi{eæi~ne vodove poligonalnog popre~nog 
preseka iznad provodne ravni [4.11, 4.13], oklopqene [4.12, 4.14, 4.16], kao i prore-
zane [4.15] vi{eæi~ne vodove poligonalnog popre~nog preseka provodnika. Prime-
na MEE na vodove omogu}ava odre|ivawe potencijala, kapacitivnosti, vektora 
elektri~nog poqa, poduæne otpornosti i drugih veli~ina od interesa [4.8, 4.9]. 
Pri tome su EE cilindri~ni provodnici kruænog popre~nog preseka, ekvivalent-
nog polupre~nika 4e la = , gde je l  {irina trakastog dela povr{ine elektrode koji 

EE zamewuje. U daqem tekstu ove ~iwenice ne}e biti posebno nagla{avane. 

Ilustracije radi, MEE bi}e primewen na vod pravougaonog popre~nog prese-
ka sa Sl. 2.7, koji je u odeqku 3.3.2.1 re{en Lameovim metodom. 
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Sl. 4.5 - Primena metoda ekvivalentne elektrode na vod 
pravougaonog popre~nog preseka. 

Kako se EE su ravnomerno raspore|uju po povr{ini provodnika, zbog prisut-
ne simetrije, dovoqno je odrediti naelektrisawa EE sme{tenih na gorwoj povr-
{ini levog provodnika, nq′ , Nn ,...,2,1= . Potencijal ovako formiranog elektrodnog 

sistema je 
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gde su nx  i ny , Nn ,...,2,1= , koordinate ta~aka u kojima su sme{tene ose EE (u da-

qem tekstu, koordinate EE), dok je sa ε  obeleæena dielektri~na konstanta sre-
dine u kojoj se provodnici nalaze. 

 Iz uslova da je potencijal na povr{ini elektrode 2U=ϕ , formira se sistem 

jedna~ina 
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gde je mnδ  Kronekerova delta. Pri tome je, kako je to ve} ranije re~eno, iskori{}e-

na teorija logaritamskih potencijala. 
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Sl. 4.6 - Ekvipotencijalne krive za vod sa Sl. 2.7 
kada je dba ==  i 80=N . 

Nakon re{avawa sistema jedna~ina (4.35), i odre|ivawa naelektrisawa EE, 

nq′ , Nn ,...,2,1= , mogu se, na ve} opisani na~in, odrediti i ostale veli~ine od in-

teresa. Ekvipotencijalne krive u okolini voda sa Sl. 2.7, odre|ene primenom 
MEE za dba ==  i 80=N , prikazane su na Sl. 4.6. 

Poduæna kapacitivnost voda odre|uje se na osnovu izraza 
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Tablica 4.2 

MEE Postupak opisan u 2.3 

Broj EE πε2'C  Broj faktora u (2.26) πε2'C  

20=N  0.3168 2=N  0.330 

40=N  0.3162 3=N  0.321 

60=N  0.3159 4=N  0.318 

80=N  0.3157 5=N  0.317 

 
 



U Tablici 4.2 nalaze se normalizovane vrednosti poduænih kapacitivnosti voda 
sa Sl. 3.7 odre|ene primenom MEE za razli~it broj EE. Pore|ewa radi, prikazane 
su i vrednosti poduænih kapacitivnosti odre|ene postupkom opisanim u odeqku 
3.3, za razli~it broj faktora u razvoju (3.26). Pri tome je dba == . 

Moæe se uo~iti da je primenom postupka aproksimacije ekvipotencijala, sa 
relativno malim brojem faktora u proizvodu (3.26) postignuta prihvatqiva ta~-
nost. Slagawe rezultata bi svakako bilo uo~qivije da je broj faktora u primewe-
noj aproksimaciji (3.26) ve}i. 

Parametri voda sa Sl. 3.7 mogu se odrediti i tehnikom konformnih presli-
kavawa, pri ~emu se koristi kombinacija slede}ih oblika [varc-Kristofelove 
transformacije [4.5a], 
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gde su 1C  i 2C  kompleksne konstante. Parametri 1ξ , 2ξ  i k  u izrazu (4.37) odre|uju 

se na osnovu uslova 
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Za poduænu kapacitivnost voda sa Sl. 3.7 primenom opisanog konformnog 
preslikavawa dobija se 

 ( ) ( )kKk'K'C ε= , (4.40) 

dok je karakteristi~na impedansa voda, 

 ( ) ( )k'KkK'CZ rrC 120 εµπ=µε= , (4.41) 

gde je ( )kK  potpuni elipti~ki integral prve vrste modula k , 

 ( ) ( )[ ]∫
π

−
θθ−=

2

0

212
dsin1 kkK , (4.42) 

dok je 2k'k -1= . Moduo k  odre|uje iz uslova zadatih izrazom (4.38). U izrazima 

(4.40) i (4.41), sa ε , rε , µ  i rµ  respektivno su ozna~ene apsolutna dielektri~na 

konstanta, relativna dielektri~na konstanta, apsolutna i relativna magnetna 
propustqivost sredine u kojoj je vod sme{ten. 

 Na Sl. 4.7 predstavqene su funkcije promene karakteristi~ne impedanse 
voda sa Sl. 3.7 sa odnosom db 2/ , odre|ene pomo}u opisanog konformnog preslika-
vawa i primenom MEE, za ekvivalentni sistem od 80=N  EE. Pri tome je 

1.02/ =da , a sredina u vodu je vazduh. Odstupawe koje se javqa u oblasti u kojoj 
odnos db 2/  ima malu vrednost moæe se objasniti time da su elektrode tanke u od-
nosu na me|usobno rastojawe, pa bi se primenom trakastih umesto cilindri~nih 
EE ostvarilo boqe slagawe. Sa druge strane, odstupawe u delu grafika u kome je 



odnos db 2/  ve}i moglo bi se ublaæiti pove}awem broja EE kojima se zamewuje 
posmatrani elektrodni sistem. 
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Sl. 4.7 - Karakteristi~na impedansa voda sa 
Sl. 3.7 odre|ena primenom MEE i pomo}u 

konformnih preslikavawa. 

4.2.1. Vodovi pravougaonog popre~nog preseka provodnika iznad provodne 
ravni 

Posmatra se vi{eæi~ni vazdu{ni vod pravougaonog popre~nog preseka pro-
vodnika sme{ten iznad provodne ravni nultog potencijala, prikazan na Sl. 4.8 
[4.11, 4.13]. 
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Sl. 4.8 - Vi{eæi~ni vazdu{ni vod pravougaonog 
popre~nog preseka provodnika iznad provodne ravni. 

Poduæna optere}ewa elektroda  i wihove potencijale, povezuje sistem 
linearnih relacija, 
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 (4.43) 



gde su '

mnC , Mnm ,...,2,1, =  poduæne parcijalne kapacitivnosti posmatranog elek-

trodnog sistema ( ''

nmmn CC = , nm ≠ ). 
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Sl. 4.9 - Primena MEE na vod sa Sl. 4.8. 

Kako se radi o planparalelnom elektrodnom sistemu, elektrode se zamewu-
ju sistemom cilindri~nih EE, uniformno raspore|enih po povr{ini provodnika 
(Sl. 4.9). Pri tome je optere}ewe pojedine elektrode jednako algebarskoj sumi na-
elektrisawa EE kojima je posmatrana elektroda zamewena, odnosno 

 ∑
=

′=
Nm

n
mnm qQ

1

' , Mm ,...,2,1= . (4.44) 

 U prethodnom izrazu, sa '

mnq , Mm ,...,2,1= , mNn ,...,2,1=  ozna~ena su naelek-

trisawa EE. 

Izraz za potencijal ovako formiranog elektrodnog sistema, dobijen prime-
nom teoreme lika u ravnom ogledalu ima oblik, 
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gde su mnx  i mny , Mm ,...,2,1= , mNn ,...,2,1=  koordinate ta~aka u kojima su sme{tene 

ose odgovaraju}ih EE. 

Nepoznata naelektrisawa EE odre|uju se iz sistema linearnih jedna~ina 
formiranog na osnovu grani~nog uslova za potencijal na povr{ini elektrode, na 
na~in opisan u odeqku 4.1.1. U konkretnom slu~aju, uz primenu ranije pomenute 
teorije logaritamskih potencijala, sistem jedna~ina ima oblik, 
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U izrazu (4.46), sa ijϕ  obeleæen je potencijal na povr{ini j -te EE, sme{tene na 

povr{ini i -te elektrode elektrodnog sistema. Ekvivalentni polupre~nik EE oz-
na~en je sa mnae , dok je, sli~no kao u izrazu (4.6), mnδ  Kronekerova delta. 

Nakon odre|ivawa naelektrisawa EE, ostale veli~ine od interesa (poten-
cijal, ja~ina elektri~nog poqa u okolini elektroda i na wihovoj povr{ini, deli-
mi~ne kapacitivnosti) odre|uju se primenom procedure prethodno obja{wene u 
odeqku 4.1.1. 



4.2.1.1    Numeri~ki Numeri~ki Numeri~ki Numeri~ki rezultatirezultatirezultatirezultati    

Na osnovu procedure obja{wene u odeqku 4.2.1, razvijen je program za prora-
~un vodova poligonalnog popre~nog preseka iznad provodne ravni. Analizirani 
su troæi~ni vodovi pravougaonog popre~nog preseka provodnika, sme{teni hori-
zontalno (Sl. 4.10) i vertikalno (Sl. 4.11), iznad provodne ravni. U oba slu~aja je 
pretpostavqeno je da su naponi provodnika fazno pomereni za 32π , odnosno da je 

wihova trenutna vrednost, 

 ( )tU ω=ϕ cos1 , ( )32cos2 π−ω=ϕ tU  i ( )32cos3 π+ω=ϕ tU , (4.47) 
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Sl. 4.10 - Vod sa horizontalno 
postavqenim provodnicima. 

Sl. 4.11 - Vod sa vertikalno 
postavqenim provodnicima. 

U Tablici 4.3 prikazane su normalizovane vrednosti parcijalnih poduænih 
kapacitivnosti voda sa horizontalno postavqenim elektrodama, odre|ene pomo-
}u MEE, pri ~emu je 2== bhba  i 5.1=bd , dok je broj upotrebqenih EE razli~it. 

Normalizovane vrednosti parcijalnih poduænih kapacitivnosti voda sa 
Sl. 4.11 odre|ene primenom MEE za razli~it broj EE kada je 2== bhba  i 

5.1=bd  prikazane su u Tablici 4.4. 

Tablica 4.3 

Broj EE 011 2πε'C  
012 2πε'C  

013 2πε'C  
022 2πε'C  

20321 === NNN  0.4330 0.2269 0.02098 0.3213 

40321 === NNN  0.4314 0.2258 0.02096 0.3202 

60321 === NNN  0.4308 0.2252 0.02095 0.3197 

Tablica 4.4 

Broj EE 
011 2πε'C  

012 2πε'C  
013 2πε'C  

022 2πε'C  
023 2πε'C  

033 2πε'C  

20321 === NNN  0.434 0.3339 0.03136 0.13251 0.364 0.1889 

40321 === NNN  0.433 0.3299 0.03125 0.13248 0.359 0.1887 

60321 === NNN  0.432 0.3283 0.03123 0.13250 0.358 0.1886 

 
Promena normalizovanih parcijalnih poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 

4.10 u funkciji odnosa bh / , kada je 2=ba  i 5.1=bd  prikazana je na Sl. 4.12. Za 



isti vod odre|ena je i zavisnost normalizovanih parcijalnih poduænih kapaci-
tivnosti od  odnosa bd / , pri ~emu je 2== bhba  (Sl. 4.13). 

Zavisnost normalizovanih vrednosti parcijalnih kapacitivnosti voda sa 
Sl. 4.11 od odnosa bh / , kada je 2=ba  i 5.1=bd  prikazana je na Sl. 4.14a-b. Pro-

mena normalizovanih parcijalnih kapacitivnosti odre|ena je i u funkciji odnosa 
bd / , pri ~emu je 2== bhba  (Sl. 4.15a-b). Linije elektri~nog poqa odre|ene pri-

menom MEE za 2== bhba  i 5.1=bd  u trenutku 6π=ωt , prikazane su na Sl. 4.16. 

Izgled ekvipotencijalnih krivih odre|enih pomo}u MEE u okolini provod-
nika voda sa Sl. 4.10 za razli~ite vrednosti tω  vrednosti prikazan je na Sl. 
4.17a-d. Pri tome je 2== bhba  i 5.1=bd . Ekvienergetske krive (geometrijsa mes-

ta konstantne zapreminske gustine energije elektrostati~kog poqa) odre|ene za 
iste vrednosti parametara u trenutku 0=ωt  prikazane su na Sl. 4.18, dok Sl. 4.19 
predstavqa oblik linija elektri~nog poqa za 4π=ωt . 

Na Sl. 4.20a-d predstavqene su ekvipotencijalne krive u okolini provodni-
ka voda sa Sl. 4.11 odre|ene primenom MEE za razli~ite vrednosti tω . Pri tome 
je 2== bhba  i 5.1=bd . 

Normalizovana vrednost ja~ine elektri~nog poqa na povr{ini elektroda 
voda sa Sl. 4.10 i Sl. 4.11 u trenutku 0=ωt , prikazana je na Sl. 4.21a-c (za horizon-
talno raspore|ene provodnike) i Sl. 4.22a-c (za vertikalno raspore|ene provod-
nike). Pri tome je, u oba slu~aja, 2== bhba  i 5.1=bd . 

Ekvienergetske krive u okolini voda sa Sl. 4.11 za 2== bhba  i 5.1=bd  u 

trenutku 0=ωt , prikazane su na Sl. 4.23. 
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Sl. 4.12 - Promena parcijalnih 
poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 
4.10 u funkciji odnosa bh / , kada je 

2=ba , 5.1=bd  i 60321 === NNN . 

Sl. 4.13 - Promena parcijalnih poduænih 
kapacitivnosti voda sa Sl. 4.10 u 
funkciji odnosa bd / , kada je 

2== bhba  i 60321 === NNN . 
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Sl. 4.14 - Promena parcijalnih poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.11 u 
funkciji odnosa bh / , kada je 2=ba , 5.1=bd  i 60321 === NNN . 
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Sl. 4.15a Sl. 4.15b 

Sl. 4.15 - Promena parcijalnih poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.11 u 
funkciji odnosa bd / , kada je 2== bhba  i 60321 === NNN . 
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Sl. 4.16 - Linije elektri~nog poqa za vod sa Sl. 4.11 kada je 2== bhba , 

5.1=bd , 60321 === NNN  i 6π=ωt . 
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Sl. 4.17c Sl. 4.17d 

Sl. 4.17 - Ekvipotencijalne krive u okolini voda sa Sl. 4.10 kada je 2== bhba , 

5.1=bd  i 60321 === NNN , za razli~ite vrednosti tω . 
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Sl. 4.18 - Ekvienergetske krive u okolini 
voda sa Sl. 4.10 kada je 2== bhba , 

5.1=bd , 60321 === NNN  i 0=ωt . 

Sl. 4.19 - Linije poqa u okolini voda 
sa Sl. 4.10 kada je 2== bhba , 

5.1=bd , 60321 === NNN  i 4π=ωt . 
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Sl. 4. 20c Sl. 4. 20d 

Sl. 4.20 - Ekvipotencijalne krive u okolini voda sa Sl. 4.11 kada je 2== bhba , 

5.1=bd  i 60321 === NNN , za razli~ite vrednosti tω . 
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Sl. 4.21a Sl. 4.22a 
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Sl. 4.21b Sl. 4.22b 
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Sl. 4.21c Sl. 4.22c 
Sl. 4.21 - Normalizovana ja~ina 

elektri~nog poqa na povr{ini elek-
troda voda sa Sl. 4.10, kada je 

2== bhba , 5.1=bd , 60321 === NNN  

i 0=ωt . 

Sl. 4.22 - Normalizovana ja~ina 
elektri~nog poqa na povr{ini elek-

troda voda sa Sl. 4.11, kada je 
2== bhba , 5.1=bd , 60321 === NNN  

i 0=ωt . 
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Sl. 4.23 - Ekvienergetske krive u okolini voda sa Sl. 4.11 kada je 2== bhba , 

5.1=bd , 60321 === NNN  i 0=ωt . 

4.2.2. Prora~un oklopqenih vodova 

U prethodnom izlagawu, ve} je re~eno da je primena MEE znatno olak{ana 
ukoliko se poznaje Grinova funkcija za pojedine delove elektrodnog sistema. Ta-
da se pojedine elektrode zamewuju sistemom EE, dok se uticaj ostalih elektroda 
odre|uje na osnovu poznatih Grinovih funkcija. Kako je Grinova funkcija za stal-
no podu`no naelektrisawe unutar ko{uqice pravougaonog popre~nog preseka 
sme{teno paralelno zidovima ko{uqice poznata [4.10], u slu~aju vodova oklop-
qenih pravougaonom ko{uqicom, mogu}e je MEE primeniti na ovaj na~in. 

4.2.2.1 Grinova funkcijaGrinova funkcijaGrinova funkcijaGrinova funkcija    

Grinovu funkciju za potencijal stalnog podu`nog naelektrisawa velike du-
`ine, postavqenog unutar ko{uqice pravougaonog popre~nog preseka, paralelno 
wenim zidovima (Sl. 4.24), mogu}e je odrediti na vi{e razli~itih na~ina. Oni su 
zasnovani na vi{estrukoj primeni teoreme lika [4.10], integraciji Puasonove jedn-
a~ine pomo}u metoda razdvajawa promenqivih [4.10] ili varijacije konstanti 
[4.6], metodu Rogovskog [4.10], kao i na primeni konformnih preslikavawa [4.10]. 
Navedene tehnike dovode do re{ewa za potencijal u obliku sporo konvergentnih 



redova, dok primena konformnih preslikavawa zahteva re{avawe transcedent-
nih jedna~ina [4.10]. 

U analizi koja sledi, kori{}en je jedan nedavno predlo`en izraz koji 
omogu}ava ta~no i brzo odre|ivawe Grinove funkcije za potencijal stalnog po-
du`nog naelektrisawa velike du`ine, postavqenog unutar ko{uqice pravougao-
nog popre~nog preseka paralelno wenim zidovima, odre|en kombinovanom prime-
nom konformnih preslikavawa i metoda varijacije konstanti [4.10], 
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gde je Bnpn /π= . 
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Sl. 4.24 - Podu`no naelektrisawe 
unutar ko{uqice pravougaonog 

popre~nog preseka. 

Tablica 4.5 

Ax  Gπε4  
broj sabranih 
~lanova reda 

0.0 0.000 000 000 000 000  1 

0.1 0.727 783 163 569 095 8 

0.2 1.624 367 149 935 044 8 

0.3 3.063 378 724 673 139 9 

0.4 7.736 494 640 845 363 10 

0.5 3.190 377 888 851 491 10 

0.6 1.894 647 366 330 376 11 

0.7 1.177 365 101 546 220 13 

0.8 0.693 377 542 750 092 14 

0.9 0.322 582 773 798 774 16 

1.0 0.000 000 000 000 000 19 

 Posmatrawem izraza (4.48) mo`e se zakqu~iti da ~lanovi dobijenog reda 
opadaju sa porastom indeksa po eksponencijalnom zakonu, tako da ovaj red veoma 
brzo konvergira. Konvergencija reda je najbr`a na zidu 0=x  i opada ka naspram-



noj stranici Ax =  Tako|e je konvergencija utoliko br`a ukoliko je stranica A  
ve}a od stranice B . Dakle, konvergencija je najsporija u slu~aju ko{uqice kvad-
ratnog preseka, ali su i tada rezultati veoma dobri, {to se mo`e videti iz Tab-
lice 4.5, u kojoj je prikazano koliko ~lanova reda treba sabrati, tako da Grinove 
funkcije budu sra~unate ta~no na {esnaest dekadnih cifara, kada je 

AaBA 4.0== ,  i Ab 35.0= . Pri tome je normalizovana vrednost Grinove funkcije 

za potencijal Gπε4  odre|ena na pravcu Ay 34.0= , dok x  uzima razli~ite vrednos-

ti [4.10]. 

4.2.2.2 Primena MEE na oklopqene vodovePrimena MEE na oklopqene vodovePrimena MEE na oklopqene vodovePrimena MEE na oklopqene vodove    

 Posmatra se vi{eæi~ni vazdu{ni vod pravougaonog popre~nog preseka pro-
vodnika oklopqen pravougaonom ko{uqicom nultog potencijala, prikazan na Sl. 
4.25 [4.12, 4.14]. Prilikom primene MEE, sistemom EE zamewuju se samo provodnici 
voda, dok se uticaj ko{uqice odre|uje pomo}u Grinove funkcije date izrazom 
(4.48) (Sl. 4.26). MEE mo`e se primeniti i tako {to se sistemom EE pored provod-
nika, zamewuje i ko{uqica voda, {to ponekada, kao {to }e se to videti u kasni-
jem izlagawu, omogu}ava jednostavniji prora~un pojedinih veli~ina od interesa, 
(napr. prora~un podu`ne otpornosti voda [4.16]). 
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Sl. 4.25 - Vi{e`i~ni oklopqeni vod pravougaonog popre~nog 
preseka provodnika. 
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Sl. 4.26 - Primena MEE na vod sa Sl. 4.25. 

Poduæna optere}ewa elektroda '
mQ  i wihove potencijale mϕ , Mm ,...,2,1=  

povezuje sistem linearnih relacija dat izrazom (4.43). Pri tome je, sli~no kao i u 
odeqku 4.2.1, naelektrisawe provodnika jednako algebarskoj sumi naelektrisawa 
EE koje taj provodnik zamewuju (4.44). 



Potencijal u okolini sistema sa Sl. 4.26 moæe se napisati kao 

 ( )∑∑
= =

′=ϕ
M

m

N

n
mnmnmn

m

yxyxGq
1 1

,,, , (4.49) 

gde su mnx  i mny , Mm ,...,2,1= , mNn ,...,2,1=  koordinate ta~aka u kojima su sme{tene 

ose EE, dok su sa '

mnq , Mm ,...,2,1= , mNn ,...,2,1=  ozna~ena naelektrisawa odgovara-

ju}ih EE. ( )mnmn yxyxG ,,,  je Grinova funkcija za potencijal podu`nog naelektrisa-

wa, zadata izrazom (4.48). 

 Sistem linearnih jedna~ina na osnovu kojeg se odre|uju nepoznata naelek-
trisawa EE formira se na osnovu grani~nog uslova za potencijal na povr{ini 
elektroda, na na~in prethodno opisan u odeqku 4.1.1. Uslov da se ko{uqica nala-
zi na nultom potencijalu automatski je zadovoqen, sa ta~no{}u kojom je odre|ena 
Grinova funkcija (4.48). Uz primenu teorije logaritamskih potencijala, formira-
ni sistem linearnih jedna~ina ima oblik 

 ( )∑∑
= =

′=ϕ
M

m

N

n
mnmnijijmnij

m

yxyxGq
1 1

,,, , Mi ,...,2,1= , iNj ,...,2,1= . (4.50) 

U prethodnom izrazu, sa ijϕ  obeleæen je potencijal na povr{ini j -te EE, sme{te-

ne na povr{ini i -te elektrode elektrodnog sistema. 

Nakon odre|ivawa naelektrisawa EE, ostale veli~ine od interesa (poten-
cijal, ja~ina elektri~nog poqa u okolini elektroda i na wihovoj povr{ini, deli-
mi~ne kapacitivnosti) odre|uju se na na~in izlo`en u 4.1.1. Zna~ajno je napomenu-
ti da se vektor elektri~nog poqa na povr{ini ko{uqice odre|uje pomo}u izraza 
(4.7). 

4.2.2.3 Pore|ewe sa drugim metodimaPore|ewe sa drugim metodimaPore|ewe sa drugim metodimaPore|ewe sa drugim metodima    

 Problem oklopqenih vodova poligonalnog popre~nog preseka provodnika 
(naj~e{}e koaksijalnih vodova pravougaonog popre~nog preseka) re{avan je na vi-
{e razli~itih na~ina. 

Tako se parametri koaksijalnog voda sa Sl. 4.27 mogu odrediti pomo}u jednog 
od oblika [varc-Kristofelove transformacije [4.1, 4.5b], 
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gde su 1C  i 2C  kompleksne konstante. Parametri 1ξ , 2ξ  i k  odre|uju se na osnovu 

izraza, 
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Sl. 4.27 - Koaksijalni vod pravougaonog 
popre~nog preseka provodnika. 

Ovako odre|ena, karakteristi~na impedansa voda ima oblik 

 ( ) ( )kKk'KZ rrC 30 εµπ= ,  (4.54) 

gde je ( )kK  potpuni elipti~ki integral prve vrste modula k  (4.42) i 2k'k -1= , pri 

~emu se moduo k  odre|uje iz uslova zadatih izrazom (4.52). U izrazu (4.54), sa rε  i 

rµ  ozna~ene su relativna dielektri~na konstanta i relativna magnetna propust-

qivost sredine u kojoj je vod sme{ten, respektivno. O~igledno je da je za primenu 
konformnih preslikavawa za re{avawe voda sa Sl. 4.27 neophodno re{iti sistem 
nelinearnih jedna~ina (4.52), {to je skop~ano sa numeri~kim odre|ivawem integ-
rala (4.53). 

 Parametri voda sa Sl. 4.27 mogu se odrediti i primenom tzv. ortonormalne 
blok analize (orthonormal block-analysis) [4.2]. U ovom slu~aju se re{ewe za potenci-
jal u me|uelektrodnom prostoru pretpostavqa u obliku suma redova sa neograni-
~enim brojem ~lanova i smewuje u Laplasovu jedna~inu, pri ~emu se u obzir uzima-
ju po~etni uslovi na povr{ini ko{uqice i provodnika. Nakon odre|ivawa funk-
cije potencijala, karakteristi~na impedansa odre|uje se na uobi~ajeni na~in. Ta-
ko dobijeno re{ewe ima oblik 
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gde su pX  i pY  re{ewa sistema linearnih jedna~ina, 
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Pri tome su sa ε  i µ  ozna~ene dielektri~na konstanta i magnetna propustqivost 

sredine u kojoj se vod nalazi, dok su parametri u izrazima (4.55) i (4.56), 
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Za re{avawe koaksijalnog voda pravougaonog popre~nog preseka, razvijen je 
metod zasnovan na ideji da se wegova kapacitivnost odredi superpozicijom kapa-
citivnosti izme|u "ravnih delova" elektrode (koja se odre|uje kao kapacitivnost 
ravnog kondenzatora) i kapacitivnosti "L profila" u okolini uglova elektrode 
(odre|ene primenom konformnog preslikavawa) [4.4]. Pomo}u opisanog metoda, za 
karakteristi~nu impedansu vazdu{nog voda sa Sl. 4.27 dobija se izraz oblika 
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 Primenom metoda kvadratne mre`e (square net method) [4.3], re{en je specijal-
ni slu~aj koaksijalnog pravougaonog voda, kada su ko{uqica i provodnik kvadrat-
nog popre~nog preseka ( BA =  i ba = ). Na osnovu dobijenih rezultata predlo`ena 
je empirijska formula za prora~un karakteristi~ne impedanse vazdu{nog ( 0ε=ε ) 

oklopqenog voda, kvadratnog popre~nog preseka provodnika i ko{uqice, 

 ( )[ ]Ω= sZ 9259.0log7.136C  (4.60) 

koja va`i za 2≥s , gde je s  odnos stranice ko{uqice i provodnika. 

Tablica 4.6 

[ ]ΩCZ  

izraz (4.54) 
Ref. [4.1, 4.5] 

izraz (4.55) 
Ref. [4.2] 

izraz (4.60) 
Ref. [4.3] 

izraz (4.58) 
Ref. [4.4] MEE 

60.528 60.645 60.652 60.405 60.503 

U Tablici 4.6 nalaze se vrednosti karakteristi~ne impedanse CZ  voda pri-

kazanog na Sl. 4.27 odre|ene primenom nabrojanih metoda ukqu~uju}i i MEE, za 
baBA 33 === , 0µ=µ  i 0ε=ε . Kod primene MEE unutra{wi provodnik zamewen je 

sa 1601 =N  EE, dok je uticaj ko{uqice odre|en pomo}u Grinove funkcije (4.48).  



Na osnovu vrednosti iz Tablice 4.6, mo`e se zakqu~iti da se primenom 
MEE dobija vrednost najbli`a ta~noj vrednosti karakteristi~ne impedanse, 
odre|enoj pomo}u konformnog preslikavawa (4.51) [4.3]. 

4.2.2.4 Numeri~ki rezultatiNumeri~ki rezultatiNumeri~ki rezultatiNumeri~ki rezultati    

Na osnovu analize izlo`ene u odeqku 4.2.2, napisan je program za prora~un 
oklopqenih vodova poligonalnog popre~nog preseka. Analizirani su oklopqeni 
troæi~ni vodovi pravougaonog popre~nog preseka provodnika (Sl. 4.28), pri ~emu 
je pretpostavqeno da su naponi provodnika fazno pomereni za 32π , tj. da je, 

 ( )tU ω=ϕ cos1 , ( )32cos2 π−ω=ϕ tU  i ( )32cos3 π+ω=ϕ tU . (4.61) 

Unutra{we elektrode zamewene su sa 180 EE ( 60321 === NNN ), dok je za odre|i-

vawe uticaja ko{uqice iskori{}ena Grinova funkcija (4.48). 
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Sl. 4.28 - Oklopqeni tro`i~ni vod. 

U Tablici 4.7 prikazane su normalizovane vrednosti parcijalnih poduænih 
kapacitivnosti voda sa Sl. 4.28 odre|ene primenom MEE za razli~it broj EE kada 
je 102 == bBbA , 2== bhba  i 11 == bdbd . 

Ekvipotencijalne krive u okolini provodnika voda sa Sl. 4.28 odre|ene 
primenom MEE za iste vrednosti parametara i razli~ito tω , prikazane su na Sl. 
4.29a-d. 

Tablica 4.7 

Broj EE 
011 2πε'C  

012 2πε'C  
013 2πε'C  

022 2πε'C  023 2πε'C  
033 2πε'C  

20321 === NNN  0.762 0.264 0.000 963 0.472 0.264 0.762 

40321 === NNN  0.759 0.263 0.000 980 0.469 0.263 0.759 

60321 === NNN  0.757 0.262 0.000 987 0.468 0.262 0.757 

Grafici na Sl. 4.30a-b predstavqaju zavisnost normalizovanih vrednosti 
delimi~nih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.28 od odnosa bh / , kada je 102 == bBbA , 

2=ba , 11 == bdbd  i 2=ba . 
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Sl. 4.29c Sl. 4.29d 

Sl. 4.29 - Ekvipotencijalne krive u okolini voda sa Sl. 4.28 kada je 10=bA , 

5=bB , 2== bhba , 11 == bdbd  i 60321 === NNN , za razli~ite vrednosti tω . 
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Sl. 4.30a Sl. 4.30b 
Sl. 4.30 - Promena delimi~nih poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.28 u 

funkciji odnosa bd / , kada je 102 == bBbA , 2=ba , 11 == bdbd  i 

60321 === NNN . 



Normalizovana vrednost ja~ine elektri~nog poqa na povr{ini elektroda i 
ko{uqice voda sa Sl. 4.28 za 102 == bBbA , 2== bhba  i 11 == bdbd  u trenutku 

0=ωt , prikazana je na Sl. 4.31a-d. 
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Sl. 4.31a Sl. 4.31b 
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Sl. 4.31c Sl. 4.31d 

Sl. 4.31 - Normalizovana ja~ina elektri~nog poqa na povr{ini elektroda i 
ko{uqice voda sa Sl. 4.28, kada je 102 == bBbA , 2== bhba , 11 == bdbd , 

60321 === NNN  i 0=ωt . 

Izgled linija elektri~nog poqa u okolini provodnika voda sa Sl. 4.28, od-
re|enih za 102 == bBbA , 2== bhba  i 11 == bdbd  u trenutku 6π=ωt , prikazan 

je na Sl. 4.32. 

Ekvienergetske krive odre|ene primenom MEE za iste vrednosti parameta-
ra u trenutku 0=ωt , prikazane su na Sl. 4.33. 
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Sl. 4.32 - Linije elektri~nog poqa u okolini voda sa Sl. 4.28 kada je 
102 == bBbA , 2== bhba , 11 == bdbd , 60321 === NNN  i 6π=ωt . 
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Sl. 4.33 - Ekvienergetske krive u okolini voda sa Sl. 4.28 kada je 10=bA , 

5=bB , 2== bhba , 11 == bdbd , 60321 === NNN  i 0=ωt . 

4.2.2.5 Odre|ivawe podu`neOdre|ivawe podu`neOdre|ivawe podu`neOdre|ivawe podu`ne    otpornostiotpornostiotpornostiotpornosti    

 Primenom MEE mo`e se odrediti podu`na otpornost oklopqenog voda [4.9]. 
Ovo je ilustrovano na primeru oklopqenog dvo`i~nog voda simetri~no postavqe-
nih provodnika pravougaonog popre~nog preseka, prikazanom na Sl. 4.34 [4.16]. Ana-
liza je sprovedena kako za simetri~an, tako i za asimetri~an re`im. 
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Sl. 4.34 - Oklopqeni dvo`i~ni vod. Sl. 4.35 - Primena MEE. 

 Sistem linearnih jedna~ina u kome kao nepoznate figuri{u naelektrisawa 
EE, mnq′ , 2,1=m , mNn ...,,2,1= , formira se na na~in prethodno opisan u odeqku 

4.2.2.2 (Sl. 4.35). Nakon odre|ivawa naelektrisawa EE, ostale veli~ine od inte-
resa (potencijal, delimi~ne podu`ne kapacitivnosti, ja~ina elektri~nog poqa u 
okolini provodnika i na wihovoj povr{ini), odre|uju se primenom procedura 
standardnih za MEE [4.8]. 

Izgled ekvipotencijalnih krivih u okolini provodnika voda sa Sl. 4.34 u 
simetri~nom ( 221 U=ϕ−=ϕ ) i asimetri~nom ( U=ϕ=ϕ 21 ) re`imu, odre|en prime-

nom MEE za 2102 ==== bhbabBbA ,  i 3=bd  prikazan je na Sl. 4.35a-b. Pri to-

me su unutra{wi provodnici zameweni sa 8021 == NN  EE. 
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Sl. 4.36a - Simetri~an re`im. Sl. 4.36b - Asimetri~an re`im. 

Sl. 4.36 - Ekvipotencijalne krive u okolini voda sa Sl. 4.34, kada je 
102 == bBbA , 2=ba , 3=bd  i 8021 == NN . 

Podu`na otpornost R'  dvo`i~nog voda sa Sl. 4.34 mo`e se odrediti prime-
nom MEE, pomo}u procedure predlo`ene u [4.9]. Pri tome se polazi od obrasca za 
podu`nu snagu Xulovih gubitaka, 

 ∫∫∫ ++=
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ddd'
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tS

2

tS
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tS
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CCC

lHRlHRlHRIR . (4.61) 

U izrazu (4.61), sa 1C  i 2C  su ozna~ene konture na koje se oslawaju popre~ni prese-

ci elektroda, dok je 0C  kontura ko{uqice. Prvi i drugi sabirak na desnoj strani 

(integrali po konturama 1C  i 2C ) predstavqaju podu`nu snagu Xulovih gubitaka u 

elektrodama, dok je tre}i ~lan (integral po konturi 0C ), podu`na snaga Xulovih 



gubitaka na ko{uqici. Pri tome je sa tH obele`ena tangencijalna komponenta 

magnetnog poqa, dok je I  struja kroz provodnike voda. Povr{inska otpornost ma-
terijala od kojeg je na~iwena ko{uqica i elektrode voda, u prethodnom izrazu 
ozna~ena sa SR , defini{e se  [4.7] kao, 

 
σ

µπ
=

f
RS , (4.62) 

gde su µ  i σ  magnetna propustqivost, odnosno specifi~na otpornost materijala, 

dok je f  oznaka za frekvenciju. 

Izraz (4.61) kombinuje se sa relacijama 

 εµ= 'qI  i εµ= /tn HE , (4.63) 

gde je 'q  podu`no optere}ewe provodnika, nE  normalna komponenta elektri~nog 

poqa, dok je sa ε  ozna~ena dielektri~na konstanta sredine u kojoj se provodnici 
nalaze. Kada se uzme u obzir ~iwenica da se intenzitet elektri~nog poqa na po-
vr{ini elektrode odre|uje na osnovu izraza (4.8), kao i to da je ukupno optere}e-
we elektrode jednako algebarskoj sumi naelektrisawa EE kojima je posmatrana 
elektroda zamewena (4.2), izrazi na osnovu kojih je mogu}e odrediti podu`nu ot-
pornost R'  dvo`i~nog voda sa Sl. 4.34, imaju oblik, 
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za simetri~an re`im, odnosno 
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, (4.65) 

za asimetri~an re`im. U prethodna dva izraza, sa mnq′ , 2,1=m , mNn ...,,2,1= , ozna-

~ena su naelektrisawa EE, dok je mnl , 2,1=m , mNn ...,,2,1= , {irina trakastog dela 

povr{ine elektrode koji zamewuje jedna EE. 

q21'
'q2N2

q22'

q2n'

q11'
'q1N1

q12'

q1n'

ϕ1 ϕ2

q0n'

q01' q02'

'q0N0

ϕ=0
 

Sl. 4.37 - Primena MEE. 
 



Iz izraza (4.64) i (4.65), o~igledno je da je za odre|ivawe podu`ne otpornos-

ti R'  neophodno numeri~ki odrediti vrednost integrala ∫
0

d
2

tS

C

lHR . Me|utim, 

MEE je mogu}e primeniti i tako {to }e pored unutra{wih elektroda i ko{uqica 
oklopqenog voda biti zamewena sistemom EE (Sl. 4.37). U tom slu~aju, kao Grinova 
funkcija ne koristi se izraz (4.48), pa je funkcija potencijala ima oblik, 
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= =

ϕ+′=ϕ
2

0 1

0

0
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N

n
mnmnmn yxyxGq , (4.66) 

gde su mnq′ , 2,1,0=m , mNn ...,,2,1=  naelektrisawa EE, sme{tenih u ta~kama ~ije su 

koordinate mnmn yx , , mNnm ...,,2,12,1,0 == , . Sa ( )nn yxyxG ,,,  ozna~ena je Grinova 

funkcija odre|ena izrazom 

 ( ) ( ) ( )22
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2

1
,,, nnnn yyxxyxyxG −+−

πε
−= , (4.67) 

dok je 0ϕ  aditivna konstanta, koja se odre|uje iz uslova da je algebarska suma 

svih podu`nih naelektrisawa EE jednaka nuli, 
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mnq . (4.68) 

 Na osnovu grani~nog uslova za potencijal na povr{ini elektroda i ko{uqi-
ce, uz kori{}ewe teorije logaritamskih potencijala, formira se sistem linear-
nih jedna~ina (ukqu~uju}i i izraz (4.67)), ~ija su re{ewa naelektrisawa EE i adi-
tivna konstanta 0ϕ . 
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Sl. 4.38a - Simetri~an re`im. Sl. 4.38b - Asimetri~an re`im. 
Sl. 4.38 - Ekvienergetske krive u okolini voda sa Sl. 4.34, kada je 

102 == bBbA , 2=ba , 3=bd , 800 =N  i 4021 == NN . 

Izgled ekvienergetskih krivih u okolini provodnika voda sa Sl. 4.34 u si-
metri~nom ( 221 U=ϕ−=ϕ ) i asimetri~nom re`imu ( U=ϕ=ϕ 21 ), odre|en prime-

nom MEE na prethodno opisani na~in (bez kori{}ewa Grinove funkcije (4.48)), 
prikazan je na Sl. 4.38a-b. Pri tome su dimenzije voda 102 == bBbA , 2== bhba  



i 3=bd . Unutra{wi provodnici zameweni su sa 4021 == NN  EE, dok je ko{uqica 

zamewena kavezastom strukturom formiranom od 800 =N  EE. 

Za ovako formiran elektrodni sistem (Sl. 4.37), na osnovu izraza (4.61), 
(4.62), (4.8) i (4.2), mo`e se, kao i u slu~aju sistema sa Sl. 4.35, formirati jedna~i-
na za odre|ivawe podu`ne otpornosti R'  dvo`i~nog voda sa Sl. 4.34. Pri tome je 
wen oblik 
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za simetri~an re`im, dok je za asimetri~an re`im, 
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Sl. 4.39a - Simetri~an re`im. Sl. 4.39b - Asimetri~an re`im. 
Sl. 4.39 - Zavisnost karakteristi~ne impedanse voda sa Sl. 4.34, od odnosa bh , 

odre|ena primenom MEE i Grinove funkcije (4.48) za 6021 == NN (I), i direktnom 

primenom MEE, kada je 40021 === NNN  (II) i kada je 6021 == NN i 2000 =N  (III), 

za 102 == bBbA  i 2// == bdba . 

Na Sl. 4.39a-b prikazana je promena karakteristi~ne impedanse 'C CZ εµ=  

voda sa Sl. 4.34 sa odnosom bh , odre|ena primenom MEE i Grinove funkcije (4.48) 

pri ~emu su unutra{wi provodnici zameweni sa 6021 == NN  EE (kriva I-puna lini-

ja), kao i direktnom primenom MEE, kada je 40021 === NNN  (kriva II-ta~kice) i 

kada je 6021 == NN  i 2000 =N  (kriva III-isprekidana linija). Pri tome su dimenzi-

je voda 102 == bBbA  i 2// == bdba . Vrednost karakteristi~ne impedanse nor-

malizovana je karakteristi~nom impedansom dielektrika εµ=dZ . Za iste di-

menzije voda odre|ena je i zavisnost normalizovane vrednosti podu`ne 
otpornosti SRR'  od odnosa bh , prikazana na Sl. 4.40a-b. Ova promena odre|ena je 

primenom MEE i Grinove funkcije (4.48) pri ~emu je 6021 == NN  EE (kriva I-puna 



linija), kao i direktnom primenom MEE, za 40021 === NNN  (kriva II-ta~kice), i za 

6021 == NN  i 2000 =N  (kriva III-isprekidana linija). 
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Sl. 4.40a - Simetri~an re`im. Sl. 4.40b - Asimetri~an re`im. 
Sl. 4.40 - Zavisnost podu`ne otpornosti voda sa Sl. 4.34, od odnosa bh , 

odre|ena primenom MEE i Grinove funkcije (4.48) za 6021 == NN (I), i direktnom 

primenom MEE, kada je 40021 === NNN  (II) i kada je 6021 == NN i 2000 =N  (III), 

za 102 == bBbA  i 2// == bdba . 

Sa Sl. 4.39 i 4.40 mo`e se uo~iti veoma dobro slagawe rezultata za karak-
teristi~nu impedansu i podu`nu otpornost dobijenih na jedan i drugi na~in, pri 
~emu je razlika izme|u wih utoliko mawa, ukoliko je broj EE ve}i. Dakle, u kon-
kretnom slu~aju, kod odre|ivawa podu`ne otpornosti, ne gubi se mnogo na 
ta~nosti kada se ne koristi Grinova funkcija (4.48), dok je sa druge strane, izbeg-

nuta neophodnost numeri~kog re{avawa integrala ∫
0

d
2

tS

C

lHR . 

4.2.3. Primena metoda ekvivalentne elektrode na prora~un prorezanih 
vodova 

 Posmatra se vi{eæi~ni vazdu{ni vod pravougaonog popre~nog preseka pro-
vodnika, oklopqen prorezanom ko{uqicom nultog potencijala, (Sl. 4.41) [4.15]. 
Kada se za re{avawe voda primewuje MEE, i provodnici i ko{uqica zamewuju se 
sistemom EE (Sl. 4.42). 
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Sl. 4.41 - Vi{e`i~ni prorezani vod pravougaonog popre~nog 
preseka provodnika. 
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Sl. 4.42 - Primena MEE na vod sa Sl. 4.41. 

Poduæna optere}ewa elektroda '
mQ  i wihove potencijale mϕ , Mm ,...,2,1=  

povezuje sistem linearnih relacija dat izrazom (4.43). Pri tome je naelektrisawe 
pojedine elektrode jednako algebarskoj sumi naelektrisawa EE koje tu elektrodu 
zamewuju (4.44). 

Potencijal u okolini sistema sa Sl. 4.42 moæe se napisati kao 
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gde su mnx  i mny , Mm ,...,2,1,0= , mNn ,...,2,1=  koordinate ta~aka u kojima su sme{te-

ne ose EE, '

mnq , Mm ,...,2,1,0= , mNn ,...,2,1=  su naelektrisawa odgovaraju}ih EE, dok 

je 0ϕ  aditivna konstanta koja se odre|uje iz uslova da je algebarska suma svih po-

du`nih naelektrisawa EE jednaka nuli, 
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Sa ( )nn yxyxG ,,,  ozna~ena je Grinova funkcija za potencijal linijskog optere}ewa 

odre|ena izrazom, 

 ( ) ( ) ( )22

0

ln
2

1
,,, nnnn yyxxyxyxG −+−

πε
−= . (4.73) 

Na na~in sli~an onom opisanom u odeqku 4.2.2.5, na osnovu grani~nog uslova 
za potencijal na povr{ini elektroda i ko{uqice, uz kori{}ewe teorije logari-
tamskih potencijala, formira se sistem linearnih jedna~ina (ukqu~uju}i i izraz 
(4.72)), ~ija su re{ewa naelektrisawa EE i aditivna konstanta 0ϕ . 

Nakon odre|ivawa naelektrisawa EE, ostale veli~ine od interesa (poten-
cijal, ja~ina elektri~nog poqa u okolini elektroda i na wihovoj povr{ini, deli-
mi~ne kapacitivnosti) odre|uju se na na~in izlo`en u 4.1.1. Od zna~aja je napome-
nuti da se kod odre|ivawa elektri~nog poqa na unutra{woj i spoqa{woj povr{i-
ni ko{uqice, normalnoj komponenti elektri~nog poqa odre|enoj pomo}u izraza 
(4.8), superponiraju i komponente elektri~nog poqa koje stvaraju podu`na naelek-
trisawa ostalih EE, kojima je elektrodni sistem sa Sl. 4.41 zamewen. 



4.2.3.1    Numeri~ki rezultatiNumeri~ki rezultatiNumeri~ki rezultatiNumeri~ki rezultati    

Na osnovu prethodno izlo`ene procedure, analizirani su troæi~ni vodovi 
pravougaonog popre~nog preseka provodnika (Sl. 4.43), pri ~emu je pretpostavqeno 
da su naponi provodnika fazno pomereni za 32π , odnosno da je 

 ( )tU ω=ϕ cos1 , ( )32cos2 π+ω=ϕ tU  i ( )32cos3 πω=ϕ -tU . (4.74) 

Unutra{we elektrode zamewene su sa ukupno 120 EE ( 40321 === NNN ), dok je ko-

{uqica zamewena sistemom od 800 =N  EE. 

A1

a d

h

b Bϕ1

ϕ=0

d1 d

ϕ1 ϕ2 ϕ3

a a

ε0

A2Ar  

Sl. 4.43 - Prorezani tro`i~ni vod. 

U Tablici 4.8 prikazane su normalizovane vrednosti parcijalnih poduænih 
kapacitivnosti voda sa Sl. 4.43 odre|ene primenom MEE za razli~it broj EE kada 
je 102 == bBbA , 3r =bA , 5.321 == bAbA , 2== bhba  i 11 == bdbd . 

Ekvipotencijalne krive u okolini voda sa Sl. 4.43 odre|ene primenom MEE 
za iste vrednosti parametara i razli~ito tω , prikazane su na Sl. 4.44a-d. 

Tablica 4.8 

Broj EE 
011 2πε'C  

012 2πε'C  
013 2πε'C  

022 2πε'C  
023 2πε'C  

033 2πε'C  

202 3210 ==== NNNN  0.773 0.2679 0.00154 0.435 0.2679 0.773 

402 3210 ==== NNNN  0.760 0.2673 0.00160 0.429 0.2674 0.760 

403 3210 ==== NNNN  0.757 0.2677 0.00162 0.428 0.2677 0.757 

Grafici na Sl. 4.45a-b predstavqaju zavisnost normalizovanih vrednosti 
delimi~nih podu`nih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.43 od odnosa bh / , kada su di-
menzije voda, 102 == bBbA , 3r =bA , 5.321 == bAbA , 2=ba  i 11 == bdbd . 

Promena delimi~nih poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.43 u funkciji 
{irine simetri~no postavqenog proreza bAr , prikazana je na Sl. 4.46a-b. Pri to-

me je 102 == bBbA , 2== bhba  i 11 == bdbd . Sa grafika se uo~ava da prisus-

tvo proreza ne uti~e previ{e na vrednost delimi~nih kapacitivnosti. 
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402 3210 ==== NNNN , za razli~ite vrednosti tω . 
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Sl. 4.45 - Promena delimi~nih poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.43 u 

funkciji odnosa bh / , kada je 102 == bBbA , 3r =bA , 5.321 == bAbA , 2=ba , 

11 == bdbd  i 402 3210 ==== NNNN . 
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Sl. 4.46 - Zavisnost delimi~nih poduænih kapacitivnosti voda sa Sl. 4.43 od 

{irine simetri~no postavqenog proreza bAr , kada je 102 == bBbA , 2== bhba , 

11 == bdbd  i 402 3210 ==== NNNN . 

 Izgled ekvienergetskih krivih u okolini voda sa Sl. 4.43 u trenutku 0=ωt , 
kada je 125.33102 121r ========= bdbdbhbabAbAbAbBbA i,,, , prikazan 

je na Sl. 4.47. 

Za iste parametre odre|ena je i normalizovana vrednost ja~ine elektri~-
nog poqa na spoqa{woj i unutra{woj povr{ini ko{uqice i povr{ini elektroda 
voda sa Sl. 4.43 u trenutku 0=ωt , (Sl. 4.48a-e). 
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Sl. 4.47 - Ekvienergetske krive u okolini voda sa Sl. 4.43 kada je 
102 == bBbA , 3r =bA , 5.321 == bAbA , 2== bhba , 11 == bdbd  i 

402 3210 ==== NNNN , u trenutku 0=ωt . 
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Sl. 4.48 - Normalizovana ja~ina elektri~nog poqa na unutra{woj i spoqa{woj 

povr{ini ko{uqice i povr{ini elektroda voda sa Sl. 4.43, kada je 
102 == bBbA , 3r =bA , 5.321 == bAbA , 2== bhba , 11 == bdbd  i 

402 3210 ==== NNNN , u trenutku 0=ωt . 

 



Kako se mo`e videti sa Sl. 4.48a-b, intenzitet elektri~nog poqa na unut-
ra{woj i spoqa{woj povr{ini ko{uqice odgovara obliku ekvipotencijalne kri-
ve 0=ϕ , koja aproksimira popre~ni presek ko{uqice u trenutku 0=ωt  (Sl. 4.50). 

Linije elektri~nog poqa u okolini provodnika voda sa Sl. 4.43  u trenutku 
3π=ωt , prikazane su na Sl. 4.51. Pri tome su dimenzije voda 10=bA , 5=bB , 

2== bhba  i 11 == bdbd . 

ϕ=0

ωt=0

 

ω πt= /3

 

Sl. 4.50 - Popre~ni presek ko{uqice voda 
sa Sl. 4.43 i wegov pribli`an oblik u 
trenutku 0=ωt , kada je 102 == bBbA , 

3r =bA , 5.321 == bAbA , 2== bhba , 

11 == bdbd  i 402 3210 ==== NNNN . 

Sl. 4.51 - Linije poqa u  vodu sa Sl. 
4.43, kada je 102 == bBbA , 3r =bA , 

5.321 == bAbA , 2== bhba , 

11 == bdbd , 402 3210 ==== NNNN  i 

3π=ωt . 
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5. ZAKQU^AK 

U ovom radu analizirani su vodovi poligonalnog popre~nog preseka provodnika, 
pri ~emu je kori{}ena tehnika konformnih preslikavawa, Lameov metod (metod funkcije 
oblika) i metod ekvivalentne elektrode (MEE). Pri tome su razmatrani usamqeni 
vodovi, vodovi iznad provodne ravni, oklopqeni i prorezani vodovi. Izvr{eno je 
upore|ivawe rezultata dobijenih primenom navedenih metoda, bilo da su ti rezultati 
plod kandidatovog istra`ivawa, bilo da ih je kandidat na{ao u literaturi koja mu je 
bila dostupna.   

 Kada se radi o konformnim preslikavawima, navedene su op{te karakte-
ristike metoda, dok su, shodno temi koja predstavqa predmet istra`ivawa ovog 
rada, detaqnije opisani pojedini problemi za ~ije se re{avawe koriste neke od 
[varc-Kristofelovih transformacija, koje probleme poligonalnih geometrija 
svode na re{avawe jednostavnijih problema u kojima se javqaju kru`ni popre~ni 
preseci. Na osnovu izloæenog, moæe se zakqu~iti da je primenom jednog ili vi{e 
konformnih preslikavawa mogu}e dvodimenzionalne elektrostati~ke probleme u 
kojima se javqaju sloæene geometrije svesti na probleme u kojima figuri{u geo-
metrije u kojima postoji poznato analiti~ko re{ewe problema ili je pribli`no 
numeri~ko re{avawe jednostavnije. U op{tem slu~aju me|utim, primena konform-
nih preslikavawa dovodi, kako je to u radu i pokazano, do transcedentnih jedna-
~ina koje je neophodno re{avati numeri~ki. 

Kao {to je to u nekoliko navrata nagla{eno, metod funkcije oblika primen-
qiv je na re{avawe elektrostati~kih problema kod kojih jedna~ine ekvipoten-
cijalnih povr{ina zadovoqavaju Lameov uslov, pri ~emu se re{ewe za potencijal 
dobija u zatvorenom obliku [8, 9]. U ovom radu, opisan je jedan nov pribliæan 
numeri~ki postupak za re{avawe elektrostati~kih problema, u ~ijoj je osnovi 
direktna aproksimacija ekvipotencijalnih povr{ina pomo}u na odgovaraju}i na-
~in odabranih funkcija koje zadovoqavaju Lameov uslov [18]. Ovaj postupak pri-
mewen je na vodove kvadratnog popre~nog preseka provodnika, pri ~emu je od zna-
~aja bila ~iwenica da se metod moæe primeniti i na elektrode koje imaju o{tre 
ivice. Dobra osobina opisanog metoda, pored ~iwenice da se re{ewe za poten-
cijal dobija u zatvorenom obliku, jeste i odsustvo pojedinih komplikovanijih ma-
temati~kih izra~unavawa prisutnih kod nekih drugih metoda, kao {to je npr. nu-
meri~ka integracija. Naravno, aproksimacija i dobijeni rezultati utoliko su ta~-
niji, ukoliko je broj ~lanova u primewenoj aproksimaciji ve}i. Nedostatak raz-
matranog metoda je neophodnost re{avawa sistema nelinearnih jedna~ina {to je 
problem koji posebno dolazi do izraæaja kada je primewena aproksimacija vi{eg 
reda. Za o~ekivati je da }e napretkom ra~unarskih resursa i eventualnim raz-
vojem numeri~kih algoritama za re{avawe nelinearnih jedna~ina ovaj problem 
biti delimi~no (ili potpuno) prevazi|en, pa bi ovde razmatrani metod dobio 
novu dimenziju, jer bi se prakti~no eliminisao glavni problem, trenutno pri-
sutan pri wegovoj primeni. 

Metod ekvivalentne elektrode (MEE) je najmla|i me|u postupcima prime-
wenim u ovom radu [20]. Metod je mogu}e primeniti na re{avawe dvodimenzionih i 
trodimenzionalnih problema. Matemati~ki aparat je jednostavan i svodi se na 
re{avawe sistema linearnih jedna~ina. Nije neophodna numeri~ka integracija i 
re{avawe nelinearnih jedna~ina bilo koje vrste, {to je neosporno prednost u od-
nosu na dva prethodno opisana metoda. U grani~nom slu~aju, za neograni~eno veli-
ki broj EE kojima se elektrodni sistem zamewuje, MEE dovodi do ta~nih re{ewa. 
U radu je MEE primewen na prora~un vi{e`i~nih vodova pravougaonog popre~nog 
preseka provodnika iznad provodne ravni, oklopqenih i prorezanih vodova. 
Kori{}ewem razumnog broja EE ostvareno je zadovoqavaju}e slagawe sa ta~nim 
re{ewima odre|enim primenom konformnih preslikavawa, kao i sa rezultatima 



dobijenim primenom nekih drugih metoda. Kada su poznate Grinove funkcije za po-
jedine elektrode, odnosno slojevite sredine, red sistema linearnih jedna~ina 
koje je neophodno re{iti je mawi. Ipak, pokazalo se (u slu~ajevima analiziranim 
u radu), da je kod izra~unavawa pojedinih veli~ina od interesa (podu`ne otpor-
nosti), jednostavnije primeniti MEE na "klasi~an" na~in (bez kori{}ewa Grinove 
funkcije). Time se izbegava numeri~ka integracija, a ne gubi mnogo na ta~nosti. 
Naravno, ovu konstataciju ne treba uop{tavati. 
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